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1 Zakladni definice a vlastnosti Orliczovych
prostoru a Youngovych funkci
Tato kapitola je ivodem do teorie Orliczovych prostoru a jsou zde zkoumany

ty vlastnosti konkrétnich Youngovych funkei, které jsou soucasti technického
aparatu pouzitého v nésledujicich kapitolach.

1.1 Youngovy funkce a jejich vlastnosti
Nejdiive zavedme zékladni oznacent, t.j. symbolem |- | rozumime pii aplikaci

. , § [ —~N
na mnozinu Lebesgueovu miru a pro z € RY oznacme |z| := /> ., 22

Necht déle D znaci symetrickou ¢dst gradientu, t.j. Dj;v := % (g;}i_ + gZJ >
J 7

Definice 1.1 Rekneme, ze funkce ® je Youngova funkce, jestlize existuje
funkce ¢ takova, Ze

~

&(2) je neklesajici funkce pro z > 0,
L 6(0) =0,

. ¢(2) >0 proz>0,

- o

o0) = 00,

N N R S

. ¢ je zprava spojitd

D (z) = /Ozm) dy.

Poznamka 1.2 [15] Z definice Youngovy funkce plyne, ze tato funkce je
spojitd, rostouci, konvexni na intervalu [0, 00) a spliuje nasledujici podminky

¢ (0) =0, li5rn O (z) = +o0,

)
lim ?) =0, lim (2) = 400,
z—=0+  Z z—too 2
O (az) <ad(z) pro0<a<l1, z>0,
BP(z) <P (Bz) pro>1, z>0.



Poznamka 1.3 Kvuli jednoduchosti znaceni budeme dale predpokladat, ze
Youngova funkce je navic sudé.

Definice 1.4 Rekneme, ze Youngova funkce U je komplementdrni funkce k
Youngové funkci ®, jestlize

U(z) :—/ Y (y) dy, kde ) (y) = sup z pro z > 0.
0 P(z)<y

V pFipadé, Ze k funkci ¢ existuje inverzni funkce, pak ¢ = ¢~ 1.
Nynf si uvedme dilezitou vlastnost uréité tiidy Youngovych funkef.

Definice 1.5 Youngova funkce ® spliuje Nq-podminku prave tehdy, kdyz
plati
O (22) <kP(z) proz> 2 >0, (1.1)

kde konstanta k nezdvisi na z. V pripadé, Ze zy = 0, mluvime o takzvané
globdlni As-podmince.

V teorii Orliczovych prostoru je pomérné casty piipad, ze neni znam presny
tvar Youngovy funkce ®. V tomto pripadé muzeme rozhodnout o tom, zda
Youngova funkce ® splnuje Ay-podminku ¢i nikoli, pomoci prubéhu jeji kom-
plementarni funkce.

Tvrzeni 1.6 [15, str. 139] Youngova funkce ® spliuje No-podminku prdvé
tehdy, kdyz existugi konstanty ko > 0 a zog > 0 takové, Ze

1
U (z) < —W (koz) pro z > z, (1.2)
2k
kde U je komplementdrni Youngova funkce k funkci ®.

Tvrzeni 1.7 [13, str. 17] Nechi ® je Youngova funkce a mechi splriuje

globdlni Ag-podminku. Pak existuji indexy p > 1 a b > 1 takové, Ze plati
ndsledugici nerovnost

D (29) < b (21)

0< 2z < 29. 1.3
7 z1 pro 21 < 29 (1.3)

Definice 1.8 Funkce ® se nazyvad kvazikonvexni, jestliZe existuje konvexni
funkce w a konstanta ¢ > 0 takovd, Ze

w(z) <P (z) <ewl(cz) pro z € [0,00).



Definice 1.9 Necht ®, a ®, jsou Youngovy funkce. Jestlize existuji kon-
stanty ¢ > 0 a zg > 0 takové, Ze plati

Dy (2) < Py (c2z) pro z > 2,

pak tuto vliastnost znacime
D < Dy

Jestlize jsou Youngovy funkce ®1 a @y takové, Ze
D1 < Py a zdroven &y < Py,

pak Tekneme, Ze funkce ®1 a @y jsou ekvivalentni.

Definice 1.10 Necht ®;, ®, jsou Youngovy funkce. Jestlize

. D (2)
1 =0
% By (A2)

pro kazdé X\ > 0, pak tento vztah mezi funkcemi ®; a ®5 znacime

D << Py

1.2 Prostory funkci

V této kapitole zadefinujeme zakladni prostory.
Rekneme, 7e oblast § je tifidy C*? pro a, § > 0, jestlize lze jeji hranici
popsat funkcemi s vyse uvedenou hladkosti. Podrobnd definice viz. [15].
Definice Youngovy funkce ® nam umoziuje vygenerovat odpovidajici
mnoziny a prostory funkei.

Definice 1.11 Necht Q je oblast v RY (omezend i neomezend) a ® je Youn-

gova funkce. Symbolem Lg () oznacime mnozinu takovych funkci v, které
splnugi nerovnost

/Qd)(v) dx < oo.

Symbolem Lg (2) oznacime Orliczuv prostor funkei v takovych, Ze

v]|e = Sup/ vw dxr < +00,
Q



kde supremum je brdno pres vsechny funkce w € Ly (Q), které vyhovuji
nerovnosti [,V (w) dx < 1. Prostor Eg (Q) je definovdn jakozto uzdvér
prostoru B (), coZ je prostor vsech omezenyjch funkci na oblasti Q, v normé
| - lo- V pripadé, Ze bude nutno urcit oblast, pro kterou je vijSe uvedend
norma definovand, pak pouzijeme oznacent || - ||o .

Definice 1.12 Necht ® je Youngova funkce a necht u je méritelnd funkce
na §). Norma definovand predpisem

lullls = inf{»o;/gcb(@) g < 1}

se nazyvd Luxemburgova norma funkce u.

Poznamka 1.13 [15, str. 154] Klasickd a Luxemburgova norma jsou ekvi-
valentni normy v piislusném Orliczové prostoru.

Poznamka 1.14 Nelze obecné tvrdit, ze prostory Lg (€2), Eg (€2) a mnozina
L (§2) splyvaji (na rozdil od Lebesgueovych prostoru). V tomto piipadé
hraje dulezitou roli tak zvand Ay-podminka (viz. Definice 1.5).

Tvrzeni 1.15 [15, str. 164] Jestlize funkce ® splriuje Ng-podminku, pak
L (Q) = Es (Q) = Ls ().

Definice 1.16 Symbolem L? (Q) pro p € [1,00) znacéime Lebesguetiv prostor,
coZ je prostor vsech funkci v takovich, Ze

1/p
lvll, == (/ lv|P d:c> < 00.
Q

L*>(Q) je prostor skoro vSude omezenyjch funkci, kde norma je definovina
predpisem
|v]|o0 := esssup |v].
Q

Symbolem LP(Q, dist(x,00), —p) oznacime prostor vsech fuknci v takovijch,
ze

1/p
|| p,dist(z,00),—p = </ |v(x)|Pdist(z, 0Q)7P dm) < 00,
Q

kde dist(x,00) znaci vzddlenost bodu x od hranice oblasti .



Poznamka 1.17 Lebesgueovy prostory jsou specialnim ptipadem Orliczovych
prostoru pro ® (t) =t*/pap € (1,00).

Definice 1.18 Soboleviiv-Orlicziv prostor W'Lg (Q) definujeme jako pros-
tor vsech funkci v s vlastnosti, Ze

ol := [ > IDw|l} < +oo,
a,|al<1

kde symbol D zna¢i derivace ve smyslu distribuci. Prostor W1Eg (Q) je
uzdvér prostoru C*(Q) v normé ||-||1.0 a prostor Wi L (Q) je uzdvérem pros-
toru C§° (2) ve stejné normé. Sobolevovy prostory definujeme jako uzdvéry
v normé || - |1, odpovidajictho prostoru hladkych funkci takto

—[Ill1.p

Whe (Q) == C=(Q)

Wor (@) =G (@',

1/p
kde ||v|l1p == <Za7‘a|§1 ||D°‘v||£> pro p € [1,00). Pro dudlni prostory

zavedeme oznacent
W (Q) = Wy (Q)) a W' Le (Q) = Wy Ly ()]

pro p € (1,00), kde p' je Hélderovsky sdruzeny index, t.j. % + z% =1, a® je
komplementdrni funkce k Youngovée funkci W.

Ozna¢me symbolem D(2) prostor funkei z C§°(2) takovych, ze fekneme, ze
¢n — 0 pro n — oo v D(Q), jestlize exituje kompaktni mnozina K C
takova, ze supp ¢, C K pro kazdé n € N a D%¢p,, — 0 stejnomérné na €2 pro
libovolny multiindex «. Symbolem D’(£2) oznac¢me prostor distribuci nad
D(Q).

Analogicky muzeme definovat Orliczovy prostory pro vektorové funkce
pomoci tzv. G-funkce G, kde

ufle = inf{A>O; AG(#) iz < 1}.

G-funkci G muzeme definovat ruznymi zpusoby. Pro nas budou smérodatné
nasledujici dvé definice:



1. Gy (2):=®(]2]),
2. Gy () :=>_" P(z),
kde ® je Youngova funkce.

Definice 1.19 Oznacéme D} Lg () uzdvér prostoru C3° (Q) v seminormé
|- |10, kde tato seminorma je definovdna predpisem

lulie = [ D IDulll3.

lal=1

ng) (0R2) je uzdvérem mnoziny omezenych funkci B(02) v normé

[ull goo = llulle + [ula
kde
1 — 1
[u] ::inf{z>0; / / (ID(—|U(:E) u(y)|> ~1 dxdygl}.
09 JoQ < |z =y |z =y
Symbolem Hy o () rozumime uzdver prostoru [C5° ()]Y v normé || - ||,
kde
lullz, = [lulle, +[[divafe.

Zde jenom poznamenejme, ze v pripadé, ze Youngova funkce ® spliuje As-
podminku, budeme znacit normu vektorové funkce ||ul|g, nebot G-funkce G;

jsou ekvivalentni, a v pripadé, ze nespliuje As-podminku, pak pouzivame

definici funkce G.

Podivejme se nyni na zakladni nerovnosti.

Tvrzeni 1.20 [15] (Youngova nerovnost) Nechi funkce u € Lo () a v €

Ly (Q). Pak
/qu dxg/QCID(u) dx—i—/Q\I/(v) dx.

Tvrzeni 1.21 [15] (Holderova nerovnost) Nechi funkce u € Ly () a v €

[ ww do < Julalola.
Q

10



Tvrzeni 1.22 [15] (Jensenova nerovnost) Nechf ® je konvexni funkce na
redlné ose a necht a(x) je definovand a skoro vsude kladnd na Q. Pak

Jou@)a(x) de\ _ [, ®(u(x))a(x) de
<I>< Jo () dx ) = [qal@) de

Lemma 1.23 Necht Q) je omezend oblast, ® je Youngova funkce a necht
u € C§° (). Pak tato funkce spliiuje nerovnosti

1. [, ®(u) dz < c [, G1(cVu) dx
2. [o®(u) dz < c [, G2(cVu) dx
pro G-funkce G;, které jsou zavedeny vyse. Odtud pak plyne

[ulle < ¢l Vul

G-
D ukaz Jelikoz Q C Ly := {z; 0 < |z| < d/2}, pak
1 d/2
lu(z)| < —/ |Vu| dzx,,
2/ ap

pro u € C° (). Slozenim s funkei ®, pouzitim Jensenovy nerovnosti a
integraci pres () dostaneme nerovnost 1. Pri dukazu druhé nerovnosti je
tfeba si uvédomit, ze plati nasledujici odhad:

/2
fu(2)] < 2 /
2 ) a2

Definice 1.24 Rekneme, e posloupnost {v, }>" | konverguje Ey-slabé k fun-

ou
8:1:1»

dx; pro kazdé i =1,..., N. O

. » 7 o
kci v v prostoru Le (), znacdime v, — v, pro n — oo, jestlize

/vnwdxa/vwdm
Q Q

pro kazdou funkci w z prostoru Eg (£2).

Poznamka 1.25 [12, str. 153] Kazdy Orliczuv prostor Lg (€2) je Eg-slabé
kompaktni.
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Tvrzeni 1.26 [15, str. 185] Necht ®, a ®, jsou dvé Youngovy funkce. Pak
Lo, (€2) = Lo, (22)

pravé tehdy, kdyz ®o < P;.

Tvrzeni 1.27 [15, str. 189] Jestlize Py << Py, pak
Ls, () — Es, ().

Definice 1.28 Oznac¢me LP(0,T;B) pro p € [1,00] a T € (0,00] prostor
vSech zobrazeni v : (0,T) — B, kde B je Banachiv prostor, kterd jsou
silné méritelnd a pro kterd je Lebesgueuv integrdl, ktery zdroven reprezen-
tuje normu, ve tvary

T 1/p
T ( [ o, dt) 7
0

konecény. Analogickym zpisobem lze definovat prostor Le(0,T; B).
Dale definujme prostor HY(RY) jako prostor vsech distribuci f € H'(RY)
takovych, Ze maximdlni funkce

(Myf)(x) == sup [(f * ¢u) ()

>0

ndlezi do L'(RYN) pro ¢y(x) :=1"No(x/l), kde ¢ € S s vlastnosti [on ¢ du =
1. Prostor S je prostor nekonecéné diferencovatelnych funkci, které spolu se
svymi derivacemi rychle klesaji k nule pro x jdouci k nekonecnu. Norma nad
tim to prostorem je definovina takto || f|lx = [en |(Myf)(z)| da.

BMO(RY) je prostor lokdIné integrovatelnijch funkci takovijch, Ze existuge
konstanta A < oo s vlastnosti, Ze

1
E/Blf(x)—fﬂ dr < A

pro viechny koule B, kde fp := |B|™ fo dx. Nejmensi konstanta A, pro
kterou je splnéna vyse uvedend nerovnost, je pak normou funkce f v prostoru

BMO(RM).

Definice 1.29 Rekneme, Ze posloupnost funkei {v,}2%, 2z L, (0, T; Lg, (2))
konverguje x-slabé k funkci v, jestlize

/0 o(1) /Q on(, ) () dzdt — /O o(1) /Q o(w, () ddt
pro kazdé ¢ € Fy,(Q) a ¢ € Ey,(0,T).

12



1.3 Vlastnosti Youngovych funkci s exponencialnim ristem
a jejich komplementarnich funkci

Nyni se budeme blize zabyvat vlastnostmi téch Youngovych funkci, se kterymi
budeme pracovat v kapitole tykajici se Navierovych-Stokesovych rovnic.

Definice 1.30 Definugme Youngovy funkce ®,(z) := (1 + 2)In” (1 + z) pro
v >1a ®(2) == zIn(1+ 2). Funkce ¥, a Uy pak budou jejich komple-
mentdrni funkce. Ddle definujme Youngovu funkci M(z) = e* —z—1 a
oznacme M funkci k ni komplementdrni. Ddle oznacme ®1/0(2) Youngouvy
funkce s ristem 2In"*(2) pro z > 2 > 0, a € (1,00), a ¥y, (2) budou k nim
funkce komplementdrni.

Definice 1.31 Definujme prostor X takto
X :={v:Q—= R, v|ga =0, Dv € Lyy(DVN}, |vllx := || DV ma
a prostor'Y
Y= {u: Qr = R u(t)|on = 0, Du € Ly (Qr)" "}, [lully := [|Dullrqr,
kde Qr :=Q x (0,T).

Jelikoz nejsme schopni urcit presny tvar komplementarnich funkei ¥, pro
~v > 0 vySetfime alespon rychlost jejich rustu pro z — oo.

Lemma 1.32 Nechi ®., jsou Youngovy funkce zavedené v Definici 1.30 pro
v > 0. Pak jejich komplementdrni funkce vyhovuji ndsledujicim ristovym

odhadum

. (B)l/'y < 2|Z‘l/’y

g€l ¢ <V, (2) <ce (1.4)
pro z > z3(y) >0, c(y) > 0 a pro ¢;(y) > 0.

D 1 k a z: Bez Gjmy na obecnosti provedeme ditkkaz pro z > 0a~vy > 1. Z
Definice 1.1 dostavame

Oy (2) =@ (2) =0 (142)+7In"" (1+2) > (1+2) (1.5)
pro zo(7y) > 0, v > 1 (pripad v = 1 lze ovérit analogickym zptisobem) a tedy
621/721/,\/

b e o1 S 2 e
r‘)/

1M—lprozZO.

13



Odtud po integraci plyne

/v 2,1/

U, (z) < 2e?” — 2 < e®" pro 20(y) > 0.

Stejnym postupem odvodime odhad
¢y (2) < cln? (14 2) pro z = 21 (7)

a tedy

()"
U, (2) > cee\c)  pro z > z(7). O
Lemma 1.33 Youngovy funkce ®., pro v > 1 spliiuji globdlni Ay-podminku.

D u k a z: Z vlastnosti logaritmu plyne
O (22) = (1+22)In7 (1+22) <2(1+2) I ((1+2)%)

<2 (14 2)In” (1 + 2).

Analogicky dostaneme

pro z > 0. O

Lemma 1.34 Mezi Youngovymi funkcemi ®., a ®., plati vztah ®,, << @,

pro 0 <y < 72 a tedy pro jejich komplementdrni funkce dostdavame V., >
v

Y2

D 1 k a z: Zrejmé plati, ze

. D, (2) . (I+2)In™ (1+2)
1 —_m A\
2% Do, (Az)  smoo (L4 Az) I (14 Az)

1 In™ (1+ 2)
< -1 =0
SNt (Im () +n (1+2))°
pro A € (0,1]. O
Lemma 1.35 Necht Q je omezend oblast. Pak
Ly, (Q) = Ey, (Q) (1.6)

pro vy > 1.

14



D 1 k a z: Dukaz je ziejmy dusledek Tvrzeni 1.27 a Lemma 1.34. O

Tvrzeni 1.36 [21] Necht u € Eg (Q). Pak
lux Onlle < flulle,

kde Uy, je jdadro reqularizdtoru, t.j. ¥ € C3°(B1(0)), ¥ > 0, [pnd dr =1 a
In(x) == 750 (£) pro h € (0,1).

Lemma 1.37 Nasledujici nerovnost

11 24m m
2" ||vl|w, < c (max {6 - 23m ZV27m’ T} e / M(v) dx + 1)
Q

plati pro vsechna m € No := {0,1,2,...} a v takovd, ze [, M(v) dz < cc.
D u k a z: Dokazme existenci konstanty K (c¢) > 0 takové, ze
U(z) :=c2PeVF < K(c)(e*—z—1) proc>1az>0,

kde z3eV? je funkce z t¥idy ekvivalentnich Youngovych funkci s riistem evZ.
Po zderivovani funkei na obou stranach sta¢i ovérit nasledujici nerovnost

3%V + c?’§czge‘/a < K(c)(e*—1) proz>0
a po dalsim derivovani dostaneme
6c3zeVe + %03\/5236‘/a + %z%*/a < K (c)e® pro z > 0.
Jestlize ovéiime posledni nerovnost, pak budou platit i ty predchozi diky

tomu, ze kromé posledniho piipadu jsou si vyrazy na levé a pravé strané
rovny pro z = 0. Nyni ukdzeme, Ze nerovnost

22 < CeV?
plati pro z > 0. Tento odhad je zfejmy pro piipad C' > 1 a z € [0,1]. Déle
budeme derivovat vyrazy na obou stranach nerovnice a ziskdme nasledujici

odhady, jejichz ovéreni povede k dukazu nasi nerovnosti. Tedy

473 < CeV* pro z > 1,

15



122 < CeV? pro z > 1,
2472 < CeV* pro z > 1

24§C’e‘/5 pro z > 1,

coz je splnéno pro C' := 24. Odtud vyplyva s pouzitim Youngovy nerovnosti
ab < a?/2 4+ b*/2, ze

11 4
6c3 26V + Zc?’\/azge‘/a + CZZQG‘/a

4
<24 (6036\/a+ﬁ + %CS ceVertvE 4 Czeﬁ+ﬁ>

4
<24 (60 estatT 4 %c ces it 4 Czeg+§+z§1> < K(c)e?,

4 c+1 .
pro K (¢) := 24 max {603, %CS c, Cz} e 2 . Z nerovnosti

2™ vy < / T(2™) do + 1 < K(Zm)/M(v) dr + 1
Q Q

pro W(z) = z%eV# a z ekvivalence norem generovanych ekvivalentnimi Youn-
govymi funkcemi vyplyva tvrzeni naseho lemma. O

Toto lemma ndm mimo jiné ¥ikd, ze jestlize [, M(vn,) dz konverguje k
nule pro m — oo, pak i norma ||v,,||v, musi konvergovat k nule.

Tvrzeni 1.38 [20] (Kornova nerovnost) Necht v € Wy () pro kazdé p > 1.
Pak plati nasledujici nerovnost
2
cp
Do), (17)

o]l <

Lemma 1.39 Nechi v € Ly, (), w € Ly, (Q) a nechi plati ndsleduji odhad
[ollp < cpllwlly
pro kazdé p > 2, kde konstanta ¢ je nezdvisld na p. Pak

[v]lw, < ellwl]ar (1.8)
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D u k a z: Definujme funkci ¥ predpisem

2
[ e , 2 €10, 2)
U(z) .—{ eVF—22—4 | 2 € [z,00),

kde ¢q := z% (e\/% — 22y — 4) a zg je dostatecné velké. Tedy opét vybereme z
0

mnoziny vdech ekvivalentnich Youngovych funkef s ristem ev? jednu fun-
kei. Potom totiz vyslednd nerovnost (1.8) plati pro libovolnou funkci z
této mnoziny (viz. [15, str. 187]). Taylorova formule pro funkci ev? ndm

umoznuje odvodit pro z > zg odhad

[e o] o0

1 1
2 A

Tato nerovnost plyne ze skutecnosti, ze

1/2

Obudf1+121

S1/2 S1/2

2q —q+1<1

e nebo

pro g liché a tedy pro tato ¢ dostavame

~4/2  5q/2 ,1/2 ~(q+1)/2
¢ ~ ¢ qg+1 (¢g+1)
nebo
~4/2 (a=1)/2 ,1/2 S(a=1)/2
_ <2 :
¢ (¢—=1)! ¢ (g —1)!
Odtud
=1 =1
~.q/2 — /2
S Lamcay Lon
q=0 r=0

kde r jsou suda cisla.
Vezméme A takové, ze nésledujici integraly existuji (viz. [15, str. 150]).

Aplikaci Lebesgueovy véty dostaneme pro ' := {$ e @ < zo} odhad
v v v V|2
@Q)w:/m@)m+/ m@)mz/c— dz
A A ;o\ o A o 1A

17



dx

3 v v

sz [l
P w
dxgc/‘—
1 b

cw |P cw
- < —_— )
A‘ d:c_K/QM<>\>d:c, (1.9)

F

1w

+/ Sk
Gl S
AN — (2]9)!

— [ 7’

4 /_
; a (2p)!

kde M(z) = e* —z—1 pro z > 0. Odtud vyplyva uzitim definice Luxembur-
govy normy nerovnost (1.8). a

2
dx

v
A

Lemma 1.40 Necht v e Wy Ly, () proy > 1. Pak

v(=2)—v()

||

sup
z€RN

< c[jv]|1,v, - (1.10)

Wy

D 1 k a z: Ziejmé plati nerovnost

1
d
/0 e (x —rz) dr

pro funkce v € C§°(Q). Zbytek dukazu je dusledkem hustoty prostoru
Ce (Q) v Wi Ly, (), Jensenovy nerovnosti a definice Luxemburgovy normy.
O

v(z —2) —v(z)| =

1
S/ Vv (x —rz)|z| dr
0

Lemma 1.41 Nechf v € L”(O,oo;W()l’p(Q)) pro p > N a oblast Q) je tridy
C?. Pak existuje mnoZina funkci ¢y (-, s) € C5° () pro skoro vsechna s €
(0,00) a pro h € (0,1) takovd, Ze

||U - 7vZ)h||L<><>(0,oo;c(ﬁ)) < €, (1.11)
kde h = h(€) — 0 pro e — 0, a navic
18] oo 0 cosirto(eyy < Cs (1.12)

kde C nezdvisi na h.

D u k a z Oznacme €, oblast takovou, ze €, C Q a dist(0Q,09,) =
h. FExistence takové podoblasti plyne napt. z Tvrzeni 4.15 na strané 93.
Vezméme funkei &, € C3°(Qy,) s vlastnostmi, ze &, = 1 na Qo a |VEL| < ¢/h.

18



Déle definujme funkci %, := u,. Pak @, jsou omezené v L(0, co; W, P(Q))
nezavisle na h (viz Véta 8.4 v [14, str. 69]) a pro N < p; < p plati

N p—p1
||U - uhHLOO(O,OO;WOLpl Q) S |Q \ QQh| P ||u||L°°(0,oo;W&’p(Q))'

Z véty o vnoreni vyplyva, ze

Ju — ah||Lo<>(o,c>o;C(ﬁ)) < c(h),

kde ¢;(h) — 0 pro h — 0.

Definujme nyni funkei ¢y, := 9y, % up. Pak ziejmeé ¢y, € L>(0,T; C5(R2)).
Nyni ze stejnéstejnomérné spojitosti funkei uy, v z-ové proménné, ktera je
dusledkem vét o vnoteni a Arzela-Ascoliovy véty, vyplyva pros.v. s € (0, 00)
ax el

[Yn(z,s) — un(z, s)| =

/B o 9(2) (up(x — hz,s) —up(x, s)) dz| < ca(h),

kde co(h) — 0 pro h — 0. O
Definice 1.42 Definujme serezdvaci funkci T € C*(RY) takto
T(z)==z2 2€|0,1], T(2) <z z€[,3], T(z)=2, z > 3.
Ddle oznacme .
TuaszQ),k:Lz”“

Lemma 1.43 Necht funkce w ndleZi do prostoru L>(0,00; Ly, () a nechi
je nezdpornd v oblasti 2 X [0,00). Dale predpoklddejme, Ze splriuje nerovnost
0< ||w||Lw(07w;L¢1(Q)) S K. Pak

||w — Tk (UJ) ||L°°(O,OO;L1(Q)) < —_—, kf = 2, 3, e (113)

D u k a z: Definice funkci 7T nam umoznuje rozepsat odhadovany integral
takto

/ w(t) — Ty (w(t)) | dz = / wit) — Ty (w(t)) | de

Q Qi (1)

+AMW@—HW®HM+/ lw(t) — Tp (w(t)) | da,

Qi (1)
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kde QL(t) := {z; w(z,t) <k}, Q2(t) = {z; k <w(zx,t) <3k} a Qi) =
{z; w(x,t) > 3k}. Z definice funkce T}, plynou nésledujici odhady:

/ fw(t) — T(w(t))] dz =0,
Ql(t)

B fﬂi(t) In (w(t)) dx
/Qi(t) ott) = Tl de = fﬂg(t) In (w(t)) dx

= 1050 In G3F) /Qg@ tn (w(t)) do /ﬂgw wit) de

cK?
< WHX@@H%||stg(t)H<1>1-

/ w(t) — T(w(®))] da
Q3(t)

Posledni nerovnost plyne z Hélderovy a Youngovy nerovnosti (viz. Tvrzeni 1.20
a 1.21) a z omezenosti 0 < [|[w|| Lo (0,00;L4, (@) < K. Jestlize vezmeme v potaz
nésledujici reprezentaci normy charakteristické funkece (viz [15, str. 149])

1
=B )]P7! [ =
Ioolle = 195010~ (7071 )

pak zbyva dokazat

1 1
lim 2®;! (—) vt (—) < ¢ pro n¢jaké ¢ > 1.
2

z—0+ z

Dukaz této nerovnosti je ekvivalentni dukazu nerovnosti

c
< 1 -
< ()
kde U (z) := e* — 1 a tedy funkce VU je ekvivalentni s Youngovou funkei ¥,
ve smyslu nerovnosti

Uy (2) < W (2) <2Wy (2) pro z > 2.
Pak snadno spoc¢itame limitu

/
(cln (1+—C - ))
zln (14 =
¢ 1 <1+—C )zlim ()
z—0+

R Y e e P Y (In (1+ 1))

20



2 1) _
= lim C<(Z+11)1n(1+Z) 12 > 1 proc> 1.
2—0+ (zln (1+;)—|—c)ln (1—1—;)

V piipadé integralu pies Q2 (¢) postupujeme obdobné. O
Lemma 1.44 Nechi v, X v. Pak v, — v v prostoru W= (Q) prop > N.
D 1 k a z: Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze Vng € Ny dn > ng
a w, € WyP(Q), p> N, takové, ze |[wy,|l1, < 1 a ze plati nerovnost

/(Un —V)wy dr + € > ||v, —v||—1py 26 >0
Q

pro 0 nezavislé na n a pro libovolné ale pevné € > 0. Kompaktni vnoteni
W, P(Q) < By, () ndm umoziuje vybrat podposloupnost {w,, |-
{w,} 2, takovou, ze w, — w v prostoru Ey, (2) pro ny — oco. Z této

skutecnosti vyplyva, ze

3 < om, = vlloagr < [ (v = 0} dat
Q

< Nwn, — wllw, ||vn, — Ve, + ‘/ (Un, —v)w dz| + € — € pro ny — 0,
Q

COZ je Spor. O
Lemma 1.45 Nechi {v,,}_, C L=(2) je posloupnost vyhovujici ndsledugicim
nerovnostem
1
[omll2 < :
VM (max {1, c} 2m)

H'UmHoo SC a mGNo,

kde M(z) = e* — z—1, pro z > 0, je sudd funkce na R. Pak

K
lvm |l < om PrOm € Np. (1.14)
D 1 k a z: Zrejmé plati nasledujici odhad
127 0ll2 < (27 o Bllom 1252 < (27 max {1, ¢} ol p > 2.

Z Taylorova rozvoje funkce M ziskdme nerovnost

/M(vam) dr < || |3M (2™ max {1, c}).
Q
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Zbytek dukazu dostaneme z nasledujici nerovnosti
2™l < / M (2™v,,) dx+1. O
Q

Lemma 1.46 Nechi {u,},-, € Ly (Q) je takovd posloupnost, Ze uy, 2.
Necht ® spliuje Ny-podminku. Pak

lim inf ||u, ||o > [|u]|w.
n—oo

D ik a z: Jelikoz ® splituje Ay-podminku a tedy Eg (Q) = Lo (Q) = Lo (),
pak pro kazdé e € (0, 1) existuje funkce v, € Eg () takova, ze [, ® (ve) do <
1 a plati nerovnost

|lulle < / wve dr + € = lim inf/ upve dz + € < lim inf ||u,||g +€. O
Q Q nmoe

n—oo

Lemma 1.47 Nechi funkce v € Ly (Qr), kde Qr == Q x (0,T). Pak v €
L]\/[(O7T‘7 LM(Q)) N€Ch£ ddle w € L<I>1<QT)- Paok w € Lq’l/a(()?T;Lq’l/ﬁ(Q))
pro a, € (1,00) spliujici rovnost é + % =1.

D 1 k a z: Platnost prvniho tvrzeni plyne z definice normy na Orlic-
zovych prostorech Youngovy nerovnosti a z odhadu (pro ¢ s vlastnosti, ze
Jo @ ) dx < 1)

Q

Tso()sup/( t)( da:dt‘ //M ) dxdt

/sup/w ) (1 + ()| (x)]) dadt + ¢

< / sup [ o0p(o)in (1-+ O+ [0() dede-+1)

s(/ sup/w D)l (1+ (b)) dadt

/ sup/ lo(t)(x)|In (1 + [(x)]) dxdt—i—l) < +00
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za predpokladu, ze
T
/ Di(p(t)) dt < 1.
0

Pro dukaz druhé casti tvrzeni staci uzit Youngovu nerovnost, Jensenovu
nerovnost a odhad

D1/0(P1/5(2)) = zIn'/? (2)In"* (210" (2)) < 2zIn (1 +2) + ¢

pro z > zy > 1. O
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2 Singularni integraly v Orliczovych prostorech

Tuto kapitolu budeme vénovat studiu singularnich integrali, jejichz jadro
splinuje Calderénovy-Zygmundovy podminky, nad Orliczovymi prostory. Jedné
se o zobecnéni dosavadni teorie, ktera byla zavedena pro singularni integraly
nad Lebesgueovymi prostory (viz. [28] a [29]).

2.1 Calderonovy-Zygmundovy podminky

Definujme singularni jadro K takto

proz € Qa z € RV \ {0}. Rekneme, ze funkce k(z, z) spliiuje Calderénovy-
Zygmundovy podminky, jestlize

1. pro libovolné x € Q, z € RV \ {0} a kazdé a > 0 plati

k(z,z) = k(z, az),

2. pro kazdé = € Q2 je funkce k(z, z) integrovatelna na jednotkové sfére a
splnuje podminku

/ k(x,z) d,S =0,
|z|=1

3. pro néjaké q > 1 existuje konstanta C' > 0 takova, ze

/ |k(x, 2)|? d.S < C stejnomeérné vzhledem k z,
|z]=1

4. V kapitole 4 budeme misto podminky 3. predpokladat, ze
|k(z,2)| < B
pro néjakou konstantu B a pro kazdé z € Q a z € RY.

Oznacme

Aas = |Qayl, kde Q. ;= {z € RY; |f(2)] > a}.
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Déle definujme

K.(z,2) = K(x,2) pro |z] > €,
AT 0 pro |z] < €

Tf(x) = | Kz,z—y)f(y) dy.

RN
Potom singularni integral zadefinujeme takto:

Tf(z)=lim | K z,z—y)f(y) dy.

e—0 RN

Definice 2.1 Operdtor T' nazveme operdtorem slabého typu (p,q), jestlize

Ma, Tf) = (@)q

pro f € LP(RY), kde p,q € [1,00), a > 0 a pro konstantu ¢ nezdvislou na
f. Operdtor T nazveme operdtorem slabého typu (®,®) za predpokladu, Ze
splniuje nerovnost

(o) Mo, Tf) < ¢ / &(f(x)) da

RN

pro f € Z¢(RN), a > 0 a pro konstantu ¢ nezdvislou na f.

2.2 Singularni integraly na Orliczovych prostorech a
zakladni odhady

Lemma 2.2 Necht ® je Youngova funkce spliiujici globdlni Ay-podminku.
Pak ezistuje konstanta ¢ > 0 nezdvisld na € takovd, Ze

B(a)Ma, T.f) < ¢ / B(f(x)) d

RN
pro f € Le(RY) a pro kazdé a € [0, 0).
D 1 k a z: Snadno ovérime platnost odhadu

(N, Tof) < ()X (5, Tofa ) + () (5. T8
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kde . )
fa(z) := { g(x) , jestlize [f(7)| < a,

, jestlize |f(z)| > «
f(z) , jestlize |f(z)| > a,
0 , jestlize | f(z)| < au

Ponévadz ® je konvexni funkce, plati nerovnost

O (1) < a®(azs)

x X2

proa > 1apro 0 < xy < xy. Ze skutecnosti, ze T, f je operdtorem slabého
typu (p,p) pro p € [1,00) (viz. [28, str. 19, 20]), pak vyplyva s pouzitim
vysSe uvedené nerovnosti, ze

v (3.7.0) < T [ @< [ o) ds

RN

a z Tvrzeni 1.7 dostdvame

v (5.70) < ) [ lnatorde<e [ 1r@pTE) ds

Véta 2.3 Necht ® je Youngova funkce spliujici globdlni Aq-podminku a
necht ® je kvazikonvexni funkce (viz. Definice 1.8) pro v € (0,1). Pak

/RN O(T.f(x)) de < C/RN O(f(x)) dx (2.1)

pro kazdé € € (0,1) a konstantu ¢ nezdvislou na €. Limita lim_oT.f = Tf
existuje ve smyslu konvergence v prostoru Le(RY) a plati odhady

[ oy dr<e [ o) i (2.2)

RN

ITflle < <l flla- (2.3)

D 1 k a z: Dukaz této véty je opét zalozen na skutec¢nosti, ze operator 7T,
je operatorem slabého typu (p,p). Ziejmé plati odhad

[ o@s@) = [ @t dve) < [T (5.10) dblo)
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+/ Y (%,Tefa> dd(a) =: I, + L.
0
Kvazikonvexita funkce ®7 pro néjaké v € (0,1) je ekvivalentni s nerovnosti

/t dd(u) < c®(ct)
; ¢

< prot>0ac>0,
u

(viz. [13, str. 6]), coz ndm umoznuje spolu se skutecnosti, ze T¢ je operator
slabého typu (1,1), odhadnout integrél I; takto

ne [T5( /|f L ) d(o)

@) 1 (o .
—c /RN|f(x)l</0 12() )> toze [ 11T

Pro p; > p, kde p je index z nerovnosti (1.3), lze dokézat, ze lim; ., 0]

1Pl
el “do()  oW[* [ o)
u u u
/ X

/°° dd(u) < cCID(t)'

ub1 ub1

Odtud a z (1.3) pak plyne

ub1 - tm

Uzitim vyse uvedené nerovnosti dostavame

= P1
I < C/o v (/W@Ka |f(x)] dx) dd(«)

— [t ( /[ N o< [ a) ar

Odtud pak z definice Luxemburgovy normy plyne, ze

1Teflle < cllflle

pro € > 0 a ¢ nezdvislé na e. Jelikoz f € Lg(RY) a Youngova funkce ®
spliuje As-podminku, pak lze funkci f rozlozit jako soucet dvou funkeci, t.j.
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f = fi+tfo, kde fi € CF(RY) a f; je libovolné mald v normé || - ||g.
Nésledujici odhad

1
737 =Ty fle < ¥ fillond ( 3) + el flle

n

kde o (%) — 0 pro n — +00, snadno odvodime ze skutec¢nosti, ze

k _
[ Meaw,,
ri<|z—y|<ra |$ - y|

coz plyne z Calderénovych-Zygmundovych podminek 1. a 2., a z nerovnosti

/T1<x—y|<r2 M(fl(y) — fi(@)) dy‘

|z —y|V

[k(z, z —y)]

dy.
o — gy Y

< CHVleC(RN)/

r<|z—y|<ra
Odtud pak vyplyva cauchyovskost posloupnosti {71 f}°°,. To znamend, ze

pro kazdé f € Lg(RY) dostaneme cauchyovskou a tedy konvergentni posloup-
nost funkef T f v prostoru Lg(RY). Silnd konvergence aplikovana na odhad

(2.1) spolu s definici Luxemburgovy normy vedou k nerovnostem

/Q<I>(Tf) do < c/(I)(f) da (2.4)

Q

a

ITflle < cllflle (2.5)
pro f € La(RY). O
Véta 2.4 Definujme operdtor T f(x) takto

Tfx)= | K(z=y)f(y) dy,
R

kde K € LY(RYN). Pak plati

ITflle <cllflle (2.6)

/RN O(Tf) du < c/ B(f) do (2.7)

RN
pro f € Le(RY), kde ® je Youngova funkce spliugici globdini Aq-podminku
a zdroven funkce ®7 je kvazikonvexni pro néjaké v € (0,1).
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D u k a z: Z Youngovy véty pro konvoluce (viz. [9, str. 85]) vyplyva, ze
ITfll, < el fllp pro f € LP(RY), p € [1,00].

T je tedy operator typu (p, p) pro libovolné p € [1, 0o a souc¢asné je operatorem
slabého typu (p, p). Zbytek dukazu je stejny jako u Véty 2.3. O
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3 Uloha divv = f nad Orliczovymi prostory
V této kapitole budeme studovat existenci feSeni ilohy
divv=f

nad Orliczovymi prostory a to v zavislosti na okrajové podmince, tvaru fun-
kce f a omezenosti ¢i neomezenosti oblasti ).

3.1 Ulohadivv = f nad Orliczovymi prostory s nulovou
a nenulovou okrajovou podminkou

Nasi dlohu zformulujeme takto:
Necht Q je omezend oblast v RY pro N > 2. Pro zadanou funkci f €
L (€2) s vlastnosti

/Qf dx =0 (3.1)

hleddme vektor v : Q — RY takovy, ze

divv = f, (3.2)
v € W Lo(Q)V,
[vie < cllflle

Véta 3.1 Necht Q je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici. Necht ®
je Youngova funkce spliugici globdlni As-podminku a necht funkce ®7 je
kvazikonvexni pro néjaké v € (0,1). Pak pro libovolnou funkci f, f €
L(Q2), kterd spliuje podminku kompatibility (3.1), ma iloha (3.2)—(3.4) ale-
sponi jedno Feseni v € WiLg(Q)N. Jestlize f € C°(Q), pak v € C(Q)N.

D ik az: Necht f € C5°(Q). Oblast Q rozlozime na podoblasti €; takové,
7e Q = UMY Q,, kde Q; jsou hvézdicovité oblasti ve vztahu ke kouli B; (to
znamend, ze pro kazdy bod y € (); existuje bod x € B; takovy, ze tsecka
Ty C ;). Navic 02 C U™, Q;. Tento rozklad ndm umoznuje rozlozit funkei
f takto f =>4 fi kde fi € () a Jo, fi dz =0 (podrobné odvozeni
viz. [9, str. 127]). Staci tedy zkoumat feSitelnost nasi uilohy pro oblast €,
kde Q2 je hvézdicovita oblast ve vztahu k oteviené kouli B,(x). Potom fesent
ulohy (3.2)—(3.4) lze ziskat jako soucet funkei v;, i = 1,..., m+v, kde funkce
v; jsou feSeni ulohy (3.2)—(3.4) pro f = f; v oblasti €2;. Predpokladejme tedy,
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ze Q je hvézdicovitd oblast ve vztahu k oteviené kouli B, (xg), f € C5°(Q2) a

Jo f dz =0.
V ]9, str. 117] byla odvozena jedna vétev feseni tlohy (3.1)—(3.4) reprezen-
tovana slabé singularnim integralem ve tvaru

Ay R =y I =) Bt

kde fE C5e(8Y) a symboly fva ) znaci funkei f a oblast €2 po transformaci
soufadnic

/ r — Tg
r — T = .
T

Funkce w € C°(RY) mé tyto vlastnosti
e supp(w) C B1(0)
o fBl(O)w dr = 1.
Vztah pro derivaci funkce v odvodime stejnym zptisobem jako v [9, str. 119],

£.].

Luilr) = / Ko,z — o) f(y) dy + / Gy, ) £ (y) dy

Q

—i—f(ﬂl:)/Q <xj_yj)(xi_yi)w(y) dy, i,7=1,..., N,

|z —y|?

kde |Gij(z,y)| < i, @,y € Q, a Kij(z,2 —y) = W Funkce
ki;(z, z) navic spliuje Calderénovy-Zygmundovy podminky. Z globalni Ao-
podminky, Véty 2.3 a 2.4 a z Lemma 1.23 pak po prechodu k puvodnim

souradnicim 2/ — x plyne odhad

/QGQ(V) dx+/QéQ(Vv) dxgc/cp(f) dz,

Q

kde Ga(2) = S, (1), 2 = (21,...,2x), a Ga(z) = S0 B(zy), 2 =

[244] Z]»Yj:l. 7 Luxemburgovy definice normy snadno odvodime

Ve < cllflle-

Jelikoz Youngova funkce ® splnuje globalni Ay-podminku, muzeme pro kazdou
funkei f, f € Lg(Q2), zkonstruovat posloupnost funkei {f,,}5°_, takovou, ze
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fm € C°(Q), [ofmdr = 0 a f, — f v prostoru Le(R2). Oznacme v,
feSeni ulohy (3.1)-(3.4) pro f = f,. Pak z linearity slabé singuldrnich a
singuldrnich integrélu reprezentujicich feseni plyne, ze posloupnost {v,, }>_,
konverguje silné k funkeci v v prostoru W'Le(Q)Y. Odtud

[Vllie < cllflle O

Nyni se zamérime na ptipad s nenulovou okrajovou podminkou. Formu-
lace ulohy vypadé v tomto piipadé takto:

Necht Q je omezend oblast v RY, N > 2 a necht jsou dény funkce
ac Hy*(00)N a f € Le(Q) takové, 7e

/Qfdx:/ma~nd5. (3.5)

Hleddme vektor v : Q — R takovy, 7Ze

divv = f, (3.6)
veW'Le(Q)N, v|pa = a, (3.7)
IVilie < c(lflle + [lall yo»). (3.8)

Véta 3.2 Necht §) je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici. Ddle predpoklddejme,
ze ® je Youngova funkce splnujici globdlni Asg-podminku a funkce ®7 je
kvazikonvexni pro néjaké v € (0,1). Pak pro libovolnou funkci f € Lg(S2),
kterd spliuje podminku kompatibility (3.5), md iloha (3.6)—(3.8) alespori jedno
Fedeni v € W'Lg(Q)N.
D ik az Necht a € Hg’qb(@Q)N. Jelikoz existuje spojity linedrni operator
z prostoru Ho® (0Q)N na W'Le(Q)N (viz. [16]), pak v prostoru W' Le(Q)N
nalezneme funkci U takovou, ze Ulsq = a ve smyslu stop. Resen{ problému
pak hledame ve tvaru

v=u+ U

Z Véty 3.1 plyne existence funkce u, ktera spliiuje rovnici
divu=f—-divU = F,
ufsn = 0,
a tato funkce vyhovuje odhadu
[ullie < cl|Fle.

Odtud a z inverzni véty o stopdch (viz. [16]) pak dostavame

Ve < e(lfla+10T0) < ¢ (1llo + llall ) 0
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3.2 Ulohadivv = f nad Orliczovymi prostory v pripadé
znamého Taylorova rozvoje funkce ¢

Mejme funkci @ s témito vlastnostmi:

1. ® je Youngova funkce

2. ®(z) =32, iq)(p)(())zp, z € [0,00).

Véta 3.3 Necht f € Lo(Q), kde Q je omezend oblast s Lipschitzovskou
hranici. Necht funkce f spliuje podminku kompatibility (3.1) a necht pro
kazdé py > 1 emistuje p, p > po, takové, ze ®P)(0) # 0. Ddle predpoklddejme,
Ze existuje funkce N(z) s vlastnosti

2P pro z € [0, 00).

<. P (Q
N(z) < c; (2p(>!)

Pak existuge feseni v € Wy Lg ()N dlohy (3.2)~(3.3), které vyhovuge nerovnosti
Vil g < el flle,
pro Youngovu funkei ® takovou, e ®(z) < N(z) pro kazdé z € [0, 00).

D i k a z: Protoze f € Lo(€), tak existuje feseni tlohy (3.2)—(3.3) takové,
ze v € Wy ()N a toto feseni navic spliuje nerovnost

Vllp < epllfllp

pro kazdé p € [2,00). Jednd se o dusledek reprezentace feseni pomoci slabé
singuldrniho integralu a tvaru konstanty pro odhady singuldrnich integrdlu
(viz. [9, str. 90]). Z Lebesgueovy véty pak pro funkce G(z) = Zfil D(2;),
z=(21,...,2n), a G(2) = Zgj:l D(z5), 2 = [zij]fyjzl, dostavame

/QG(V) dx+/6(vv) dz < c/ch(cf) dz.

Q

Z definice Luxemburgovy normy pak plyne

Vil e < cllflle =
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3.3 Uloha divv = divg nad Orliczovymi prostory

Nyni budeme zkoumat nasi tlohu pro piipad, kdy f = divg. Tedy pro danou
funkci g € Hy o(2) s vlastnosti

/ divg dz =0 (3.9)
Q

hleddme vektor v : Q — RY takovy, ze

divv =divg, (3.10)
v € Wy La()N, (3.11)
Ve < clldivglle, (3.12)
Ivile < clglle- (3.13)

Véta 3.4 Necht () je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici. Ddle predpoklddejme,
se g € Hya(Q)N a spliiuje podminku kompatibility (3.9). Nechi ® je Youn-

gova funkce, kterd splnuje globdlni As-podminku, a funkce ®7 je kvazikon-

vexni pro néjakéy € (0,1). Pak existuje nejméné jedno feseniv € Wi Lg(Q)N

tlohy (3.10)~(3.13). Jestlize navic divg € C§°(Q), pak v € C(Q)N.

D u k a z: Po pouziti stejného rozkladu €2, jaky jsme pouzili v dukazu

Véty 3.1, staci najit feseni ulohy (3.1)—(3.4) a (3.13) pro f = divg. Existence

tohoto feSeni plyne z Véty 3.1 a odhady feseni (3.12) a (3.13) vyplyvaji z
vlastnosti singularniho a slabé singuldrniho integralu. a

3.4 Uloha divv = f na vnéjsich oblastech

Nyni budeme zkoumat divergenc¢ni tilohu na vnéjsich oblastech.
Necht © je vnéjsi oblast v RN, N > 2. Pro danou funkci f € Lg(Q)
hleddme vektorovou funkci v : Q — R” takovou, ze

divv = f, (3.14)
v € DjLs(Q)Y, (3.15)
ViLe < cllflle- (3.16)

Véta 3.5 Necht Q je vnéjsi oblast s Lipschitzovskou hranici. Ddle predpoklddejme,
ze @ je Youngova funkce, kterd splnuje globdlni As-podminku a funkce ®7 je
kvazikonvexni pro néjaké v € (0,1). Pak pro kaZdou funkci f € Le()) exis-

tuje nejméné jedno resent ulohy (3.14)—(3.16).
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D k a z: Necht {f,,}2°_, C C5°(Q2) je posloupnost funkei, které aproximuji
funkei f v prostoru Le(€2). Polozme

Vm:vwm_‘_wma mGN,

kde

Atpyy = frn v RY.
Definujme pro néjaké r > 2§(€Q2°) prumeér komplementarni oblasti §(€Q2¢) :=
Sup, ,eqe |2 — y|. Funkce wy, je feSenim rovnice

divw,, =0 v Q,, kde Q, := Qn B,(0),

w,, = —V,, na 0f),
W, = 0 na 0B,(0).

Z reprezentace v, = & x f,,, kde £ je fundamentalni teSeni Laplaceovy
rovnice, a z Vét 2.3 a 2.4 dostavame

[mllze < cllfmlle-

Jelikoz
/ Vi, -n dS =0 pro viechna m € N,
o0

tak z Véty 3.2 plyne existence takového solenoidélniho pole reprezentovaného
funkei w,,, € Wqu)(QT)N , ktera vyhovuje nerovnosti

[Winllie < c|div (¢Vim)]le

pro ¢ € CY(RY) takové, ze ¢ = 1 jestlize |z| < L a ¢ =0 pro |z| > r. Odtud
plyne
[Winlle < cll fmllo -

Tedy funkce v,, jsou feSeni nasi iulohy s pravou stranou f = f,,. Zbytek
dukazu je podobny dukazu Véty 3.1. O

Poznamka 3.6 Abychom dokazali existenci reseni pro pripad nehomogenni
okrajové podminky v = a na 0f2, pouzijeme stejnou techniku jako v diukazu
Véty 3.2.
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3.5 Uloha divv = f pro f € L®(Q)

Zkoumani tesitelnosti divergenc¢ni tlohy zakonc¢ime piipadem, kdy na pravé
strané je zadand omezend funkce. Necht je tedy ddna funkce f € L>(9)
takova, ze

ljdxzo (3.17)

Hledame vektor v takovy, ze

divv = f, (3.18)
v € Wy Ly, ()Y, (3.19)
Vi, < cllfll (3.20)

kde ¥, je Youngova funkce definovand v Definici 1.30.

Véta 3.7 Necht Q2 je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici. Pak tiloha
(3.17)(3.20) md alespori jedno Teseni v € Wy Ly, (Q)N. Jestlize f € C5°(S2),
pak v € Cge(Q)N.

D 1 k a z: Necht f € C°(Q). Jak jsme jiz vidéli v diukazu Véty 3.1 staci
predpokladat, ze ) je hvézdicovitd oblast ve vztahu k oteviené kouli. Z
reprezentace feseni nasi ulohy plyne, Ze %vi obsahuje singularni integral,
ktery je generovan singularnim jadrem ve tvaru

0ij > r—Yy N-1
K’LJ(:C,Q:_Z/) = m/{) w(af;—i—?‘m)r dr

Ti—yi [0 ( w—y) N kij (2,2 — y)
wlz+r r dr =1 ————=,  (3.21)
jz =y o Oz |z =yl |z —yV

kde funkce k;;(z,z) spliiuje Calderénovy-Zygmundovy podminky (viz. [9,
str. 119]). Dale budeme chtit dokdzat, ze

1T fllBrio < cll fllo@m (3.22)

pro funkci f € C§°(2) a konstantu ¢ nezdvislou na €, kde

Tief @)= [ Kooz =)r) dy
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Necht B je koule se stfedem v bodé zy a B* je koule se stejnym stiedem
ale dvojnasobnym polomérem. Rozlozme funkci f takto: f = f; + fo, kde
f1:=fXxp-a f2:= X Pakz klasické teorie singularnich integralu plyne

/B\Tij,efl! de < |BI"?| Ty fillz < el B2l fill2 < e Bl f -

Definujme cj , := f(é*)c Kij (o, x0—y) f(y) dy. V dalsi ¢asti dukazu budeme
pro jednoduchost a bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze xqg = 0. Zbyva
overit, ze

Tijefa() — el < ellfllog

pro s.v. = € BN Q a konstantu ¢ nezavislou na e. Tento odhad je ale
dusledkem odhadu (po substituci z = —y, Q — Q)

ess sup/ NKje(w,x + 2) — K50, 2)| dz
BNQ J{]z[22]z]}NQ

< ess sup/ |Kije(z, 0+ 2) — Kij (0,2 4 2)| dz
Bna J{|z|>2[2[}nQ
+ess sup/ K00 4 2) — K4, (0,2)] dz < e < 400, (3.23)
BnQ J{|2]>2]z[}nQ
kde je nutné oveérit, ze konstanta ¢ nezavisi na e. Z (3.23) a z véty o stiedni

hodnoté diferencidlniho poc¢tu pro x € B N ) plynou pro limitni stav e = 0
odhady

Koy(a,a+2) — Kiy(0,2+ 2)] < %

|| ||
|K35(0,2 + 2) = Ki5(0,2)| < ¢ (|Z|N+1 T )

proz € BNQa z € {|z| > 2/z[} N Q. Pro e € (0,1) lze odvodit analogickym
zpusobem stejné odhady jenom se musi navic zahrnout pripady

/ ) Ky (0, + 2) — Kis. (0, 2)] d=
{|z|>2[z[}nQN{|z+z|<e}N{|z|>€}

1
|Kije(0,2)] dz < c/ —dz < C

- N
/{|z|>2|x}mm{|x+z|<e}m{|z|>e} e<l<2e 12|

37



/ N |Kij,e(07 x + Z) — Kij7€(0, Z)| dZ
{12122l }nSiN o212 ehn{|z|<e}

1
|Kije(0,2 4 2)| dz < c/ —dz < C

- N
/{z|>2|x|}mm{z+z|>e}m{z|<e} 2e<)al<e |7]

pro z € BN Q, kde konstanta C' nezévisf na e a z. PF odvozen{ vyse
uvedenych odhadi jsme vyuzili skutecnosti, ze [z +z| > |z]/2 a |z 42| < 2|z].
Zbyvé ukézat, ze |CB,E_% [z Tijef dz| < el fllo@- To ale odvodime s pomoct
stejného postupu jako v piipadé Tj;.fo. Stejnym zpusobem jako v dikazu
Véty 2.3 ukdzeme, zZe posloupnost T, f je konvergentni v BM O(RY) a tedy

1T fllmo < cllflle@m (3.24)

pro f € C§°(Q2). Je ziejmé, ze odhad (3.24) by bylo mozné odvodit i pro
funkee f € C(€).

Pro w € Lg, () plati odhad [|w|zs < [, ®1(w) dz + ¢ (viz. [28, str. 33-
34] nebo [29, str. 57]). Navic prostor BMO(RY) je dudlni prostor k H'(R")
a plati nerovnost ([29, str. 142])

/ vw dx
RN

Odtud vyplyva pro feseni tlohy (3.17)—(3.20) odhad

Vlle, < cllfllem (3.25)

< |lvl|Baol|wllz:.

pro f € C§°(Q).

Pro kazdou funkci f € L*(£2) existuje posloupnost funkei { f,,, }5°_; takova,
ze fm € C(Q) a f, — f v LP(Q) pro vSechna p € [1,00). Pak posloup-
n0st {gm}0_1, Gm = fm — & [o fm dx, kde [, ¢ dz = 1, konverguje rovnéz
k funkci f a plati nerovnost ||gm|lec < ¢||f]lco- Tato nerovnost plyne z kon-

strukce funkci g,,, pii které pouzivame regularizatory. 7Z Eg,-slabé konver-
gence funkei Vv, (resp. vybrané podposloupnosti) vyplyvéa, ze

/divvw dx:/fgo dz
Q Q

pro kazdé ¢ € C3°(Q2) a tedy
divv = fs.v. v (L
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Neni problém ovérit, ze posloupnost {v,}°°, konverguje slabé k jedinému
limitnimu prvku, nebot z klasické teorie plyne silna konvergence v libovolném
prostoru Wy () pro p € (1, 00).

Dokézali jsme tedy s pouzitim Lemma 1.46 existenci Feseni tlohy (3.17)—
(3.20), které splnuje nerovnost

Vlle, < el flloe-

Navic operdtor S generovany tulohou (3.17)—(3.20) takovy, ze S(f) reprezen-
tuje feseni ulohy, je spojity a linearni, coz plyne z linearity operatoru S nad
LP(2) pro p € (1,00) a tedy i nad L>*(2) a z nerovnosti (3.20). O

Poznamka 3.8 Zminme zde jesté jednu metodu dukazu odhadu

1T fllar < [ fllses

pro Youngovu funkci M(z) = e* — z — 1. Zde staci vyuzit tvaru konstanty
pfi odhadu singuldrnich integralu nad prostory LP()). Z Calderénovych-
Zygmundovych podminek totiz plyne pro nas singularni integral odhad (viz.
9. str. 90-91])

ITfllp < epll fllp- (3.26)

Jestlize ukazeme, ze existuje konstanta K takova, ze

+2
(3)" <

pro p € N\ {1}, pak z Taylorova rozvoje funkce M, z Leviho véty a z (3.26)
dostaneme

Y ey [ 320 (L)
fv (s dean/QpZ;p! KIfl)

(e e} o0
pAN\P 1 1
SZ(E) ESCZ;SC-
p=2 p=2
Zbytek pak plyne ihned z Luxemburgovy definice normy. Existenci konstanty
K ovérime matematickou indukci. Zminme jen jeji zavérecnou cast. Tedy
D )p+2

(p+1!=(p+Dpl 2 (p+1) (3
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Zbyva overit

v

pA\P2 _ p+1 (p+ 1\
v+ (%) K (K)

a tedy ekvivalentné
1\” 1\?
K2(1+—> (1+—) .
p p

p
Jelikoz limy, (1 + %) = e, tak takové K existuje a je omezené.

Disledek 3.9 Nechi g € L>®(Q)N, divg € Ly, () a g - nlpo = 0. Nechi
S je operdtor generovany tulohou (3.17)—(3.20) (t.5. S(f) = v). Pak funkce
S(divg) je dobre definovand nad prostorem Ly, (2) a vyhovuje ndsledujicimu
odhadu

15(div g)|lw, < cllglloo- (3.27)

D 1u k a z: Operator S(divg) je dobfe definovany v prostoru LP(2) pro p €
(1,00). Navic existuje posloupnost {g,}°°, C C§°(Q2) takova, ze divg, —
divg v LP(Q) a g, — g v LP(Q)Y pro libovolné p € (1,00) (viz. [9, str.
115]). Soucasné

15(div gn)lw, < cllgllo pro vn € N

podle Véty 3.7. Pak existuje podposloupnost takova, ze S(divg,,) g
a jako dusledek linearity operatoru S dostavame S(divg,) — S(divg) v
LP(Q). Odtud plyne S(divg) = S s.v. v , nebot pro kazdé € a pro kazdé
¢ € C§°(Q) existuje ngy takové, ze

<

/Q (S - S(divg)) ¢ do /Q (S — S(divgn)) ¢ de

+ <o+

/Q (S(divg) — S(divgy,,)) ¢ dz

[NRNe
N
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4 Existence reSeni Navierovych-Stokesovych
rovnic pro proudéni izotermalnich stlacitelnych
tekutin s nelinearnim tenzorem napéti a
jeho kvalitativni vlastnosti

V této kapitole dokazeme existenci slabého feseni Navierovych-Stokesovych
rovnic popisujicich proudéni stlacitelnych izotermélnich tekutin s nelinearnim
tenzorem napéti a dale zde bude zodpovézena otazka ohledné stabilizace
feSeni pro cas jdouci k nekonec¢nu. Zkoumany model se sklada z rovnic:

1. rovnice kontinuity

pt +div (pu) =0 (4.1)

2. rovnice popisujici rovnovahu momenta

(pu); + div (pu ® u) + Vp — div P(u) = pf. (4.2)

Systém budeme studovat za okrajové podminky Dirichletova typu
u(z,t) =0, € 9Q, te€(0,7), T >0, (4.3)
a pocatecni stav predepiSeme podminkami
p(x,0) = po(x) >0, z €, (4.4)

(pu)(z,0) = qo, = € Q, (4.5)

kde Q je omezens oblast v RY a je tifdy C*** pro u > 0. Funkce p zde
znaci hustotu, u reprezentuje rychlostni vektor, P(u) je tenzor napéti a f je
vnéjsi sila. Co se tyka tlaku, predpokladame u izotermalnich tekutin linearni
zavislost tlaku na hustoteé, t.j. p(p) = p (v normalizovaném tvaru).
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4.1 Existence reSeni Navierovych-Stokesovych rovnic
pro proudéni izotermalnich stlacitelnych tekutin s
nelinearnim tenzorem napéti.

Tato kapitola je inspirovéna ¢lankem [7]. Ukdzeme zde, ze metodu pouzitou
v tomto ¢lanku lze aplikovat i na naSe rovnice a ze tato metoda dava lepsi
vysledky ohledné hustoty nez bylo znamo z [21] a [22]. Konkrétné lze ukazat,
ze p € L>(0,T; Ly, (2)) pro > 2 s pocatecnim stavem py € Lg,(2). V [21]
a [22] je dokdzana existence slabého teseni pro piipad 3 > 7/2.

4.1.1 Uvod

Nejdiive systém (4.1)—(4.5) doplnime podminkami na tenzor napéti P. Pro
jednoduchost pouzijeme Youngovu funkci M (viz. Definice 1.30). Pfedpokladejme,
ze tenzor P ma tyto vlastnosti:

1. P je koercivni. To znamena

/Q P(v): Dv dz > /Q M(Dv) dx (4.6)

pro kazdou funkci v € X;

2. P je monoténni, tedy
/(P(V) — P(w)): (Dv—Dw) dz >0 (4.7)
Q

pro libovolné funkce v a w z X;

3. P je omezeny v nasledujicim smyslu

/M dx<c<1+/MDv dx) (4.8)

pro viechny funkce v € X a necht P(v — el) A P(v) proe — 0 a
viechny funkce v € Y takové, ze Dv € Ly(Qr), al € C°(Qr)Y;

/ /|P vy) — P(vq)| dxdt
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< T, x) /0 D) = Dva(0) (4.9)
pro v; € M, kde ©+ = 1,2. Mnozina M, je definovana nasledovné
M, = {v € C((0,T]; Wy (") N L=(0, T; WH()");
V() ]|oo + [|VV(t)]|oo < K pro vechna t € [0,T]};

5. pro posloupnost {Du, }>* | C EM(QT) takovou, ze

Du, X Duv Loy (Qr)N<N

T
/ / P(u,) : Du, dzds < ¢ pro Vn € N,
o Jao

plati, ze

lim inf/ / (u,) : Du, dmds>/ / : Du dzds  (4.10)

pro kazdé ¢ € [0, T7.
Piiklad tenzoru napéti P: Definujme tenzor P(v) nasledujicim zpusobem:

M(Dv)Dv

P(v):= DV’

pro Dv # 0 a P(v) := 0 pro Dv = 0.

Podivejme se nyni, zda jsou splnény vSechny vyse uvedené vlastnosti.
1. Koercivita je zfejma.

2. Monotonie:

M(Dv |DV|2
/(P(V)—P( )): (Dv—Dw) d |DV|2
M(Dw)|Dw|? M(Dv)
- Dw : Dv d
Dw T o TovE TN
M(Dw)

DwP? Dv : Dw dx = (x).
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7 nerovnosti
laiby + ... + apby| < \/a%+...+a3\/b%+...+b3

plyne, ze

) M(Dv)|Dv|  M(Dw)|Dw| vl — IDw) da
0= [ (Mo Dar ) (711w 20

. Pro omezenost staci ovérit, ze

s 1
ln(l+L)§z
z

pro z > 0. To ale vyplyva z nerovnosti 1 + ez’—zz’l < e*. Slaba konver-
gence ihned plyne ze silné konvergence v — €l a Lebesgueovy véty.

. Nerovnost (4.9) plyne z toho, ze funkce “=2=! m4 omezené derivace na
intervalu [0, k]. Ziejmé

(ez—z—1>/ e —z—e*+2+1

z N 22

a pouzijeme-li jedenkrat 1’'Hospitalovo pravidlo, pak dostaneme
. ozef—ef 41 A |
lim — = lim — = —.
z—0 ,2‘2 z—0 2 2

. Slaba polospojitost zdola plyne ihned z G-diferencovatelnosti, konvex-
ity funkce M a nasledujici nerovnosti

n—oo

> lim lim inf/ / (Dun) dxds
k—14+ n—oo
D
> klirﬂr < lim inf —/ / M, (_u) (Du,, — Du) dzds

/ Rl (@) dxds) / | 2(Du) daas.

kde M;(z) = el*l —1 at € [0,7T]. Limitn{ piechod s pomoci k volime z
toho duvodu, protoze neni zcela jasné, zda integral fot Jo Mi(Du)(Du,,—
Du) dxds musi byt koneény.

t
c¢> lim inf/ /M(Dun) dxds
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Je tteba zminit, ze dalsi postup plati i pro jinak definované funkce M s rustem
vétsim nez e ale jen pii zachovani vsech vyse uvedenych podminek. Divod,
pro¢ pozadujeme pro tenzor napéti exponencialni rusty, muzeme napiiklad
nalézt v teorii o renormalizovaném feseni rovnice kontinuity v odhadu (4.16),
ktery vyzaduje pravé takovou integrabilitu symetrické ¢asti gradientu vek-
toru rychlosti pfes prostorové promeénné.

4.1.2 Renormalizované feSeni rovnice (4.1)

Lemma 4.1 Nechi funkce u € L'(0,7:X) a p € L>(0,T; L ,(9)), pro
B > 2, jsou resenim rovnice (4.1) v prostoru D'(Qr). Prodlouzime-li nulou
funkce p a u vné oblasti 2, pak dostaneme, Ze rovnice

pt + div (pu) = 0 (4.11)
je splnéna v prostoru D' (RN x (0,T)).

D u k a z: K diikazu lemma pouzijeme stejnou metodu jako v [7]. Definujme

funkeci
kd

1
kde .
¥ e C®(R), supp ¥ C (—1,1), ¥ >0, —/ V(2)z dz =1,
0
¥(—z) =9(z), ¥(z) <0 pro kazdé z > 0

ah € (0,1). Necht g : R — [0, 1] je nekoneéné spojité diferencovatelna funkce
s nasledujicimi vlastnostmi:

1 13
g(z) =0 pro kazdé z € (—o0, Z]’ 14 (2)| <3 proz € (4_1’ Z)

3
g(z) =1, jestlize z € [Z’ 00).
Nakonec definujeme posloupnost funkei {¢,,}5°_; takto:

1
Gm = g(mVy, x dist(x,00)) pro 0 < h < T
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kde symbol * znamend konvoluci a dist(z,0Q) = 0 pro x € RV \ Q. Lze
snadno ovérit, ze

1
0< ¢, <1nafd o¢,=1, jestlize dist(z,00Q) > —
m’

V()| < Cm pro kazdé z € Q, ¢y, € C(Q).

Vezmeme libovolnou funkci ¢ € D(RY x (0,7)) a soucin funkel g, jako
testovaci funkci rovnice (4.1). Odtud

T
0= / / PrPm + dmpu - Vo + ppu - Vo, dudl.
0 Q

Zbyva overit

wpu - Vo, dxdt‘ — 0 pro m — o0.

Tato limita plyne z néasledujiciho odhadu

< / ' / L B
~C P X
0 dist(z,@ﬂ)ﬁ% dZSt(.Z‘, aQ)

u(t)
dist(x,09)

wpu - Vo, drdt
dist(x,00Q)< <L

- m
Uy, dist(z,00)< -+

1
Sc(m) / G ——

Z Véty 8.4 v [14, str. 69] pro k =1, e =0 an = —p vyplyva, ze

dt = I>.

[0]lp.diste.00).—» < cllv]l1p,
kde konstanta ¢ nezavisi na p pro p > 2. Z Tvrzeni 1.38 a z Lemma 1.39 pak
plyne
A 1 g
() [ 1000 haceomey -0
m 0 m
pro m — o0. O

Lemma 4.2 Necht funkce p € L*>°(0,T; Lo, () pro B > 2 a u takovd, Ze
Du € Ly (0,7T; Ly (NN wyhovuji rovnici (4.1) v prostoru D'(Qr). Po
prodlouzeni funkci p a u nulou vneé oblasti Q0 definugme funkci pp, = p * Uy,
kde funkce 9p, byla definovana v (4.12). Pak dostdvame, Ze

(pr)e +div(ppu) =1 s.v. v RN x (0,7), (4.13)
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kde 1, — 0 v prostoru Ly (0,T; Le,_,(2)). Funkce p pak je renormalizované
resent rovnice (4.1), t.j.

(b(p)): + div(b(p)u) + (pb'(p) — b(p))divu =0 v D'(Qr) (4.14)

pro libovolnou spojité diferencovatelnou funkcib takovou, Ze b a b jsou omezené
na R{.

D 1 k a z: Vezmeme funkci ¢(z,t) = ¥(t)9s(z — y) jako testovaci funkci
rovnice (4.11), coz vede na rovnici

(pn)e + div (ppu) = rp, s.v. v RY x (0,7, (4.15)
kde funkce r;, mé tvar
ry, := div (ppu) — Vi, * (pu)

a nebo v ekvivalentnim vyjadieni
m=pdiva+ [ (a() = () Viu(e = 9)p() dy
RN

Nyni chceme ukézat, ze 1, — 0 v prostoru Ly (0,T; La,_,(€2)). Nejdiive ale
ukazeme omezenost funkci r, pravé v tomto prostoru. Technika odhadu je
nasledujici

< [[Da@)[[wllpn(t)w]|e,

/Q w(x)pp(z, t)divu(z,t) dr

pro funkci w € Z%%(Q) takovou, ze [, Ug_o(w(x)) dz < 1. Pro integrél z
definice funkce r;, dostavame

[ o [ BED=EEZ 20000, ) e - 2.6) dade

2|

- /RN \Vﬁh(z)Hz\/Q [u(z.?) —|;1|(x — Z’t)|p(x — z,t)|w(x)| dedz

|u('7t) — u(' — th)|

< [ 9o .
ju(- )~ uf- - )

||

, lp(- =z w( )@, dz

o]l /RN [VOn(2)|2| d=

< c sup
2€RN

P
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< clla@®) v, [[lo@)]]]e, /RN VO (2)||2ldz < [ Du(®)][alllp@)]]e;  (4.16)

Pti odvozovéani odhadu (4.16) jsme pouzili Lemma 1.40 a nasledujici nerovnost

lp(- =z Dw( e, < llo(- = 2, 0)lle;wwille, < clllp@)]]]e,

pro [, Wa(wi(z)) de < 1. Posledné zminénou nerovnost odvodime z odhadu

[0 (H550) are [, (1) dy oo

diky nulovému prodlouzeni p a definici Luxemburgovy normy spolu s nerovnosti

-2 2
/Q\I/g(wwl) dr < ﬁT/Q\Ilﬁ(wﬁﬁ?) dx + B/Q\I/[;(w’fﬂ) dx

< (/Q U o(w) dx+/Q\I’2(w1) d:L') +e,

coz plyne z Lemma 1.32. Tedy funkce r, € Ly(0,T; Lo, ,(€2)), jestlize
p € L2(0,T; L, (©).

Nyni zbyvé ukazat, ze r, konverguje k nule v odpovidajicim prostoru pro
h — 0+. Odtud pak plyne pfechod k rovnici (4.14). Tento dukaz lze ale
provést analogickym zpusobem jako v [18, str. 43] s pouzitim odhadu (4.16).
Odtud

HthLM(QT;Léﬁ_Q(Q)) = [|div (pru) — (pu) * VﬁhHLM(O,T;L%_Q(Q)) —0

pro h — 0+.
Na zaveér dukazu udéldme malou poznamku k prechodu k rovnici (4.14).
Z rovnice (5.1) vyplyva néasledujici rovnost

T T
|t [ statotw) dedt =~ [ ae) [ plo e 90() das
0 Q 0 0
pro funkci n € C§°(0,7) a ¢ € C§°(2). Odtud plyne, ze funkce
[ ot tjota) o
Q
je spojitd pro libovolné ¢ € C§°(Q) a tedy p € C(0,T; L}{';Z“k(Q)).
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Po vynésobeni (4.13) s h = h; vyrazem bV(pp,) a odecteni rovnice pro
1 = 1 od rovnice pro ¢ = 2 dostaneme

/Q (b(om (2,£)) — blpny (. 1)) b(z) dir| <

/Q (5o (2, 0)) — blpna (. 0))(2)] d
n / / (5o, (1)) — blpn (2, )z, 1) - V()| derdt

n / / (o1 (9mn) — o1l (Pie) + blons) — blona))b(a)div u dads

T
+/ / |Th, — Ty dadt.
0o Ja

Odtud dostavame stejnomérnou konvergenci

/Q b(on(, 1)) b(z) dr — / b(p(z, 1)) b(z) de

v prostoru C'(0,7). O

Poznamka 4.3 [24] Necht ¢ € WL, (Q2). Pak ze slabé formulace rovnice
kontinuity dostavame

oo =2 [ 76 (T ) otptrc arae

— [ (6w) - VC o~ [ RA(o () ~ 6(p))civ ) d
Q Q

1 S
+-0 (—) / poC dx, s > 0.
€ € Q
Operéator R, je definovany takto

(root) = [ ae=sp dsi= - [~ oy (t - ) o(s) ds,

€ €

kde supp ¢o C (—=1,1), [ ¢o(s) ds =1, ¢o > 0 a ¢y € C™(R).
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4.1.3 Faedo-Galerkinova aproximace
Nejdiive budeme zkoumat feSitelnost nasledujictho systému rovnic
pe + div (pu) = eAp, (4.17)

(pu); + div (pu ® u) + Vp — div P(u) + eVpVu = pf, (4.18)

kde € je kladné, pevné zvolené ¢islo. Systém (4.17)—(4.18) doplnime okra-
jovymi podminkami

Vp . Il|aQ = O, u|3Q = 0, (419)

kde n je vnéjsi normala oblasti €2, a poc¢atecni stav predepiseme takto
p’t:O =/po € C2+#(§>7 B> 07 Po > 0v ﬁa (420>
(pu)]i=o = qo € C*(Q). (4.21)

4.1.4 Resitelnost tlohy (4.17), (4.19), (4.20)

Tvrzeni 4.4 [7] Necht u € C([0,T); C*(Q)™N) a po je pevné zvolend funkce
spliugici podminku (4.20) a necht Q je tridy C***. Pak existuje zobrazeni

S: C([0. 7] C*()Y) = C([0, T]; C*7())
s nasledujicimi vlastnostma:

o p=3S8(u) je jediné klasické resent ulohy (4.17), (4.19), (4.20);

[ ]
[inf po(&)]eJo vl ds < () ()
£eqn
< [sup po(&)]efo 4 ulo ds (4.22)
£eqN

pro véechna t € [0,T] a x € ;

ax [S()()[l12 + [[S()|[ L2, rm22(0)) < (T €, po, [Vulleo); (4.23)

18 (1) = S(uz)lleqorpwrz) < Te(r)llw — vl oo rwi 20y (424)

pro libovolné funkce w; a uy takové, Ze u; € M, N C([0,T]; C*(Q)N).
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4.1.5 Faedo-Galerkinovo aproximaéni schéma

Nyni pouzijeme Faedo-Galerkinovo aproximacni schéma k dukazu resitelnosti
rovnice (4.18). Vezmeme vlastni funkce 1), Laplaceova operdtoru v oblasti {2
definované ulohou

_A¢n = )‘nd)na 77Dn|6Q = 0.

Posloupnost funkei {1,,}°°, tvoif ortonormalni bazi prostoru L?(Q2). Tyto
funkce jsou navic navzajem kolmé v prostoru I/VO1 2(9) a plati, ze

U, € C*(Q)NC™(Q).
Definujme konecné dimenzionalni prostor
X = [span{v;}j]".

Nyni hleddme funkei u,, € C([0,T7]; X,,), ktera je fesenim rovnice

/Qpn(t)un(t) < dx — /qu < dx = /Ot /Q[div P(u,)

—div (ppu, ® u,) — Vp, — eVp,Vu, + p,fl¢ dads (4.25)

pro kazdé t € [0, T], libovolnou funkei ¢ € X, a pro p,(t) = S(u,(t)).
Definujme mnozinu operatoru

Mlp| : X, — X, (M]p]v,w) :/va-wd:v, (pe L), p>n>0).

Tyto operatory jsou linearni a invertovatelné diky kladnosti funkce p v oblasti
) a tedy plati odhad

Mg ) < (inf pla) ™
Navic operdtory M™![p] spliuji identitu
M7 p1] = M7 pa] = M7 pa] (M(ps] = Mpi]) M7 p1].

Odtud vyplyvd, Ze zobrazeni, které zobrazuje prostor L'(2) do prostoru
L(X], X,), dané predpisem

p = M7
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je dobfe definovano a spliuje nerovnost
M 1] = M7 [pa]ll ey x) < e, 6) o1 = p2lls (4.26)
pro libovolné funkce p; a py z mnoziny
Ny ={p e L}(Q); inf p(x) > n >0},

eQTI'i

Konstanta ¢(n, k) mé tvar ¢(n, k) = n% , jestlize p = S(v) prov € M, (viz.

odhad (4.22)). Pouzitim operatoru M muzeme identitu (4.25) preformulovat
nasledujicim zpusobem

wlt) = Mo (ar+ [ Ml as). a2

<q871/)> = /qub dx

Nlpn, un), ) =
/ [div P(u,,) — div (p,u, @ u,) — Vp, — eVp,Vu, + p,f] ¢ dx
Q
pro kazdou funkci ¢ € X,,.

Lemma 4.5 Necht f € Z\I,B/q(QT) pro néjaké g > 1 a § > 2. Pak ezistuje
reseni v, € C([0,T); X,,) dlohy (4.25) takové, Ze

pn = S(u,) € C([0,T]; C*(QQ)) pro > 0 a kazdé n € N

a toto Teseni splnuje nasledujici odhady

< .
e [lon(®)lle, < clpo, a0, ), ¥y > 1, (4.28)
T
/ /M(Dun) dxdt < c(po, qo), (4.29)
0o Jo
2
< .
tgﬁ‘?:% ||\/Eun(t)”2 = C(p07 qO)? (4 30)
T 2
e/ [Vl dxdt < ¢(po, qo), (4.31)
o Ja Pn
T
e[ [ @ ITonf dudt < clpa0,). (1.32)
0o Jo
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Vsechny vyse wvedené odhady nezdvisi na n a funkce p,, u, navic spliuji
energetickou tdentitu ve tvaru
t t |vpn |2
Elpn,u,](t) + P(u,) : Du,, dxds + ¢ ——— dxds
0 Jo 0

Q Pn

t
= / / pnf -1, dzds + E[pg, qo (4.33)
0 Jo

pro kazdé t € [0,T], kde

lﬂPnHLJU)1_tz;(§Pnﬁﬂunﬁﬂz4-mﬂtﬂﬂﬂna?) dn

1 2
Elpo, qo] ;:/ (§M+polnpo) dx.
Q

D 1 k a z: Na zakladé (4.27) definujme operdtor 7, 7 : X,, — X,,, timto
zpusobem:

T (va)(t) = M7 [S(va(1))] (qé +/0 NISWVn(5)), vn(s)] dS) - (434

Nejdifve ukazeme, ze operdtor 7 zobrazuje C([0,T(n,x)]; X,,) do prostoru
C([0,T(n, k)]; X,,) pro dostatetné maly ¢as T'(n, k) a soucasné, ze se jednd
na tomto intervalu o kontraktivni operator na mnoziné X, N M,. Me¢jme
pevné funkce py a qo, které splnuji podminky (4.19)—(4.21), a libovolnou ale
pevnou konstantu 7 > 0 takovou, ze po(z) > 7 pro libovolné x € Q. Pak
plati nasledujici odhad

eTn

I70m) @l < = (lallx, +0(T)e(k))

pro t € [0,T], libovolnou funkci v,, € C([0,T]; M, N X,,) a §(T') takové, ze
d(T) — 0 pro T — 0. Pfi odvozeni odhadu postupujeme tak, ze nejdiive na
zékladé definice (4.34) operatoru 7 ziskdme nerovnost

17 (v) )l x < IMTIS(Va ()]l s x0) %

%aANwmw»w@ws

X5
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a integral fot (NIS(Vn(s)), va(s)], 1) ds odhadneme pomoci odhadu jednotlivych
integralu, které ho tvori. Tedy

div P(v,)r deds| < [ Vidl| /O /Q P(v,)| dads < Te(s)|| Ve

viz. (4.8),
¢
/ VS(v,) Vv duds| < Tek||Y]| oo [[VS (Vi) Lo (0,701 2
Q
< T||77Z)||OOC<T) €, Qa Po, I{)
viz. (4.23),
div (S(v) Ve @ v )Y dwds| < Ter?|| VY| oo / po dz,
Q
¢
/ VS(v,) - b duds| < THV¢||OO/,00 iz
0 Jo Q
a konecné

t/S(Vn)fl/J dxds
0 Jo

< (D) [Ellwgr [l SVl 0,724, 0)) < O(T)AT' 6,82, po, ).

Polozime-li T' = T'(n, k) pro T'(n, k) dostatetné malé, pak plati nerovnost

eT(Tl,H)H

17 (va) Dl x, <

(llagllx;, + 6(T(n, k))e(k)) < K

pro kazdé t € [0,T(n, k).

Nyni ovérime kontraktivnost. Z nasledujicich odhadu bude ziejmé, ze ob-
dobnym zpusobem by se dokézala i spojitost. Vyse zminénd kontraktivnost
je dusledkem nerovnosti (4.9), (4.24) a (4.26), které ndm umoznuji odvodit
nésledujici odhad

17 (v) (1) = T(vi)(B)llx, =

it - i)
~M7HS(vi (1)) (QS+/O NIS(vi(s)),va(s)] d8>

o4
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< [miseio - mseio| (ol + 600 m)e(x)

L(X! Xn
-1 2 12
HMSEION| STV = Vi
< §(T(n, K))e(k)eT ™" ||vE — V2| 5. (4.35)

Pak podle Banachovy véty o pevném bodé existuje jediné TeSeni rovnice
(4.25) pro t € [0,T(n, k)].
Predpokladejme na okamzik, ze funkce u,, fesi rovnici (4.25) na intervalu
0,7] a p, = S(u,). V rovnici (4.25) zvolime 1 = u,(t), coz vede po upravée
|u,,|?

s pomoci rovnice kontinuity testované funkei =5~ na identitu

1 t
/ —pn|un|? dz +/ /P(un) : Du,, dxds
02 0o Ja

t t 1 ’q0|2
—/ /pndiv u,, dxds :/ /pnf -u, dxds +/ — dx. (4.36)
0o Ja 0o Jo a2 o

Z klasické teorie parabolickych rovnic (viz. [17]) lze odvodit, Ze funkce £ p,
a Apyp, nélezi do prostoru L™ (Qr) pro néjaké r > 1. Rovnici kontinuity pak
prepiSeme na tvar (po pfenasobeni funkei 6 (p,(t)))

/Q Ou(on (1)) dz — /Q O (o) d + /0 t /Q (0 (pn) — O(pn))div w, dads

t
. / / Va0 (o) dards, (4.37)
0 0

kde 0;(z) T zInz pro k — oco. Odtud a z (4.36) pak uz snadno plyne ener-
getickd identita (4.33).
Po otestovan{ rovnice (4.17) s u = u, a p = p, funkef &/ (p,) dostaneme

G [ #rloe) dz+e [ 19 0P 0, (0) o

= [ @ (00) = 9, a0, 1)

§/QM(divun(t)) dx+c+/ﬂ<1>7(pn(t)) dx.
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Pii odvozeni tohoto odhadu jsme pouzili nerovnost ®;(z®.(z) — ®,(z)) <
P, (2) + ¢, kterd plati pro vSechna z > 0 a v > 1. Z Gronwallova lemma pak
vyplyva, ze

mx [ 0,0 do <) [ 0,0 dot

t€[0,T

K+ /0 ' /Q M(Du,) dxdt). (4.38)

Nyni zkoumejme pravou stranu energetické rovnosti:

T T
/ /pnun -f dwdt‘ < cl(p)/ /pn|un|p dxdt
0 Q 0 Q

T T
() / / Pl dzdt < ey(n) / po dz / lan ()12, dt
0 Q Q 0

“Tea(p) max | a0 do-tei) [ [ Wales(o)i?”) dod

t€[0,T]

< ¢(p, po) /OT/QM(Dun) dxdt + T'c3(p) max /Qq>5(pn(t)) dx

te[0,7
T /
K@ pna) + ) [ [ Wa(eP) dod (4.3
0o Ja
kde p'r = g a ¢, i =1,...,6, jsou vhodné zvolené konstanty takové, ze c3

a cg jsou dostatecné malé. Pro odhad funkce f jsme pii poslednim kroku
pouzili konvexitu ¥z spolu s Youngovou nerovnosti ab < a?/p + b’ /v, kde
p € (1,00) a 1/p+ 1/p’ = 1. Nerovnost (4.39) spolu s odhadem (4.38) a
energetickou identitou ndm umoznuje odvodit odhad pro posloupnost funkci
u,,, ktery je stejnomérny v prostoru Y. Odtud a z (4.6) vyplyvéd, ze

/0 ' /Q M(Du,) ddt < c(po, qo)- (4.40)

Ponévadz dimenze prostoru X,, je konecnd, vyplyva z (4.22) existence kon-
stanty n = n(n, po, qo) takové, ze

1
0<n(n) < pplx,t) < o) pro vSechna t € [0,7] a x € €. (4.41)
n(n
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Odhady (4.30) a (4.31) pak dostaneme ihned z energetické identity a z odhadu
(4.38) a (4.39). Z (4.30) a z (4.41) dohromady s kone¢nou dimenzi prostoru
X, (tedy z ekvivalence vsech norem nad kone¢né dimenziondlnimi prostory)

vyplyva .
| Ol + 190, < o) (4.42)
Analogicky
lontlx, < ) [ pulun] do < Clon,m).

Nyni se vratme k dikazu existence feseni. V dalsim kroku predepiseme
pocateéni podminku timto zpusobem

p($70) = p(x,T(n, ’i)) a (pnun)(x,O) = (pu)(va(nv ’f))

Pak stejnym postupem pro dostatecné velké x s pouzitim odhadu (4.41) a
(4.42) odvodime odhady

62(T(n,n)c(n,po ,30)+(T1(n,k)—T(n,k))kK)

IT(Va)D)lx, < 7
x (C(po,n) +6(Ti(n,k) —T(n,k))c(k))  (4.43)

17 (vi)(t) = T(vi) () x, <
5(Ty(n, k) — T(n, &))e(r)el mrempoqIHTilnm)=Tmr)r gL 21|, ) (4.44)
pro t € [T'(n, k), Ty(n, k)], kde Ty(n, k) := T'(n, k) + T1(n, k). Tedy operator
7T je opét kontraktivni zobrazeni z C([T'(n,k),T2(n,k)]; X,) do prostoru
C([T(n, k), Ty(n, k)]; X,,). Opakujeme-li tento postup, potom po konecéné
mnoha krocich dokdzeme existenci feseni rovnice (4.25) na intervalu [0, 7.
([

Dukaz nésledujictho lemma je proveden za predpokladu, ze N = 3. V
kapitole 5.1.6 ukadzeme, ze toto lemma plati i pro ostatni dimenze.

Lemma 4.6 Necht Q je omezend oblast tiidy C***. Dile predpoklddejme,
ze funkce po a qo splivugi podminky (4.20) a (4.21). Necht f € Ly, (Qr) pro
néjakd 0 > 2 a ¢ > 1. Pak existuje slabé reseni (p,u) dulohy (4.17)—(4.21)
takové, Ze

ucyY apec L>0,T; L*(Q) N L*0,T; WH(Q)).
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Toto Teseni navic vyhovuje ndsledugicim odhadim

10l (0,70, (2) < (P05 40,7), VY = 1, (4.45)
/ ) / M(Du) dzdt < c(po, qo), (4.46)
VPl oo 0.7, 220) < €(P0; Qo) (4.47)
/ / 25+p ’W‘Q dzdt < c(po, qo), (4.48)

kde konstanty na pravych strandch jsou nezdvislé na € a 6, kde 6 € (0,1) je
libovolna, ale pevné zvolend konstanta. Pocatecn{ podminka (4.20) je splnéna
ve smyslu prostoru C([0,T]; LY(Q)), ¢ < 225, a poédteéni podminka (4.21) v
c([o, TY; W‘qu,B(Q)N). Resend spliiuje energetickou nerovnost

2
Elp,u,d](t)+ (1 -9 // Dudxds—i—e// (204 p)I Vol dxds
6+p

t
< / / pf - u dxds + Elpy, qo, 0] + ¢(Qr)0 (4.49)
0o Ja

pro s.v. t € [0,T), kde

Elpudli) = [ (GoOROF + o0 (o) +)) do

E — 1|qgol?
[po,qo,é] = 5 +p0hl (po +5) dx.
Q Po

Navic existuje r1 > 1 takové, Ze

pis Ap € L™ (Qr), (4.50)

a rovnice (4.17) je splnéna ve smyslu skoro vsude na Q.

D u k a z: Do nerovnosti (viz. [11])
hllg < (1l +mIIVRIGIRIF), (4.51)

kde « = (1/r = 1/q)(1/r — 1/m + 1/N)~' < 1, dosadime h = \/p,, ¢ = 5,
m=2,r=2 N=3aa= - Odtud az (4.31) lze odvodit stejnomérnou
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omezenost funkef p, v L5 (0,T; L3()). Po prendsobeni rovnice (4.17)
funkei p,, a integraci dostaneme

t t
||Pn(t)||§+2€/ IVpa(s)ll3 ds = —2/ /Qdivunl,onl2 dxds + || p(0) 3.
0 0

Nyni s pouzitim (4.29) a Youngovy nerovnosti dostavame, ze

t
‘//dlvun|pn drds| < c+ — //|pn|190|pn|190 dxds
10Jo Jo

110 210
29 59
<c—|—— (/ |pn)? dx) (/ |,0n|2 dx) ds

<
Sc+ 10||10n||L<><> (0,T;L2(2)) ||pn||L190 0,113 ()

=
[

a tedy zrejme jsou funkce Vp,, omezené v L*(0, T; L*(Q)) a p,, v L*°(0,T; L*(Q2))
nezavisle na n.

Déle je treba si uvédomit, ze funkce %pn a Ap, jsou omezeny nezavisle
na n v prostoru L™ (Qr) pro néjaké r; > 1. To je dusledek Lemma 4.5 z [7],
jehoz dukaz je zalozen na odhadu ¢lenu div (p,u,) ve vhodném prostoru a na
klasické teorii parabolickych rovnic. V nasem ptipadé odhadneme clen Vp, -
u,, v prostoru L™(0,T; L*(2)), pro ry < 2, a ¢len p,divu, v Ly (0,T; L*(Q)).

Nyni podle Lions-Aubinova lemma p, — p silné v C([0,T7]; L9(2)) pro
q < 725 aslabe v L*(0,7; W#(Q2)), omezime-li se na vhodné vybrané pod-

posloupnostl. Dale vidime, ze Du, “* Du v Ly (Qr)V*YN a navic Du,
jsou omezené a *-slabé konvergentni v Ly (0,T; Ly (Q)V*N), viz. dikaz
Lemma 1.47, kde jsme dokézali, ze jestlize ¢ € Z¢1(O,T) a € Zq,l(Q),
tak o1 € Lo, (Qr). Dale P(u,) X P v Lip(Qr)V*Y a pyu, — pu #-slabé
v Ly(0,T; L7(Q)N) pro r < q. Posledni konvergence plyne z nésledujiciho
odhadu

ont) /Q (0 — pYniolx) dadi

S/O (o1 (Ol on(8) = PO llgll 2]l [ () |0 dt

< lpn = pllcorza@) | O2llg | DWnll Ly 0,750 @) 161|537
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a pro druhy integrél

/OT 0n0) [ pla = u,)on(o) dadt

stacf pouzit Ejs-slabou konvergenci u, v Ly (Qr)Y. Omezenost posloupnosti
tenzort {p,u, @ U, }22, v Ly, (0, T; L(Q)N*N) pro ¢ < 22 ap > N plyne
z odhadu

[ oo ([ bty i) Mz [ ool

< / 61 Dun (1)2 dt.

Nyni ukazeme x-slabou konvergenci p,u, ® u, k funkci pu ® u v prostoru
Ly,,(0,T; L1(Q)N*N). Nejdiive dokazme stejnomérnou omezenost < (p,u,)
v Ly, (0,T; WLy, (), @ > 2. Ta je ale disledkem rovnice (4.18). Po
otestovani funkef ¢ € C5°(0,7T) a ¢ € Wy Ly, ,(Q) s pouzitim Lemma 1.47
staci odhadnout jen “nejhorsi” clen

T
[ o) [ P s Dot dxdt\ < el 0%
0 Q

¢, ,, (/OT/QM(P(un)) dzdt + 1) .

Zbytek plyne z definice normy v Orliczovych prostorech, hustoty C5°(0,7") v
Ey,,,(0,T) az vnoieni

Ly, (0,T) — Ey,,(0,T) pro a > 2.

Odtud plyne, ze pyu, — pu v C([0,T]; W' Le,(Q2)"). To vede ke konver-
genci funkei p,u, ® u, k funkci pu ® u v prostoru D'(Qr) a diky omezenosti
ke x-slabé konvergenci v Ly, (0,7 L)), kde ¢ < % ap> N. Nyni jen
zopakujme, ze v souvislosti s poc¢atecnimi podminkami jsme z vét o kom-
paktnim vnofeni nad Bochnerovymi prostory (viz. [27]) odvodili nésledujici

konvergence

2N
N -2

pn — p v prostoru C([0,T]; LY(Q2)) pro q < (4.52)
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pnt, — pu v prostoru C([0,T]; W' Le, (Q)Y) (4.53)
a z omezenosti p,u, v L®(0,T; Lg/2(2)") pak plyne, ze

pa, — pu v C([0,T); Lg;‘;f(Q)N). (4.54)

Vyse zminénd omezenost plyne z (4.28), (4.30) a z odhadu

/ Byya(patty) do = / 0%2(1 + pulun]) de
Q Q

+/pnlun\lnﬂ/z(1+pnlun\) dz §c+/pn\un| dx—l—/pn]un\zdx
Q Q Q

+/ P’ (1 + pplu,|) do < c </ Vs (In”(pn|u,])) dx+ 1) <ec.
Q Q

Ptrendsobenim rovnice (4.17) s u = u,, a p = p,, funkci p, a integrovanim per
partes dostavame

t t
\!Pn(t)\!§+2€/0 IV (s)]l2 ds = —/0 /Qdivun!pn\2 dzxds + || p(0)3.

Pouzitim stejného postupu pro limitni stav “n = o0o” ziskdme rovnici

t t
I3 + 2€ / IV ()3 ds = — / / divulpf? deds + [|p(0)]3

Odtud diky Eg;-slabé konvergenci funkei divu, v prostoru Ly (Qr) a silné

konvergenci p, v C(0,T; L()) pro ¢ < =% dostdvdme

IVonllzgr = [IVollzor allon()ll20 = [o@)]20

pro vSechna t € [0,7], coz vede k silné konvergenci funkel Vp, v L?(Q7).
Odtud plyne

Vo.Vu, — VpVu v D' (Qr).
Dusledkem vyse uvedeného postupu je, ze Vp, — Vp a p, — p skoro vsude
v oblasti Q7 (po pfechodu k vybrané podposloupnosti) a tedy

(20 + pn)[Voul* (20 + p)[VpI?
(pn +0)? (p+0)?

S.V. vV Qr
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pro 6 € (0,1) libovolné ale pevné. Pouzijeme-li nyni Fatouova lemma,
dostaneme

2 2
lim inf// (20 + pn) |V”"| dzds >// 25+p|vp| dzds

pro kazdé t € [0,7]. Odhad (4.45) je opét dusledek Gronwallova lemma (viz.
(4.38)).

Zbyvé ve vhodném smyslu ztotoznit tenzor P s tenzorem P(u). K dikazu
pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 4.7 Méjme libovolné funkce p a u spliujici rovnice (4.17)~(4.18) s
tenzorem napéti P misto P(u). Necht

p € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; WH(9Q)),

ueY, Due Ly(Qr) a P e Ly(Qr)N"V.

Pak tyto funkce spliugi ve smyslu distribuci identitu

4 ,0|u|2 dx + / P:Dudx — / pdivu dx = / pu-f dx.  (4.55)

D ik az: Tento dukaz pouziva myslenku z [22]. Definujme Steklovovu funkci

+£
ul (z,1) := 5_1/+

J ) =&t t ,s) d
W= [ vt ds

Daéle oznac¢me

ué 12 . ;
Po otestovéni rovnice (4.17) funkef | ;l ¢, (s) a rovnice (4.18) funkef us ¢, (s),
kde ¢ € C}(0,t —n), n > &, dostdvame

[ [ (@ms)) s == [ o) [ ot )
te /0 "o (s) /Q va dids
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/ / puds u+gz$,7 dacds = / bn(s / (pu®u) : Dui + pdiv ui dxzds

t
—/ ®n(9) / P:Dul —€(VpVu) - u§ + pf - us dads.
0 Q

Sec¢tenim obou identit dostaneme

t
/ ®n(5) / pui : 85ui —pu- 8Sui dxds
0 Q

// ol - W), (5 dxds—//

/ (s / Z % u; — (u;)%) dads

2,7=1 J

Sgbn ) dxds

t N
+€ s E —po—((u;)> — u;)(uy)> + pdivus dzds

t
—/ ®n(9) / P: Dus + pf -ul duds. (4.56)
0 Q

Zbytek je dusledkem FEg;-slabé konvergence Dui k funkci Du v prostoru
Ly (Qr)V*N (¢ — 0) a silné konvergence v Ey_(Qr)"*N pro v > 1, coz
plyne z Tvrzeni 1.27 a z [15, str. 179]. Eyz-slabd konvergence plyne po
nulovém prodlouzeni z nerovnosti

‘/ (DS, — Du)y dads| < c||vs — e, + (&),

nebot ®; spliiuje Ay-podminku (viz. [15, str. 179]) a c(£,v) — 0 pro
¢ — 0. Prehozeni Steklovovy funkce provedeme pomoci Fubiniovy véty a
nasledujictho schématu (bez integrace ptes oblast 2)

5// 7)g2(s) drds = - /Hg/gl )ga(s — &) drds
//91 7)ga(s deS_g/Hé/ (T)ga(s — &) dsdr



é// T)gals — € deT——//gl 7)ga(s) dsdr
- /E [_591(7)92(5) dsir -+ ¢ / / 91(7)g(s) dsdr

za prodlouzeni nulou vné intervalu [0, ¢].
Pro dukaz, ze integral

/t ¢77(S) / pasui : (ui — U) dxds
0 Q

konverguje k nule vyuzijeme rozpisu

pdus = dy(p)§ — u(s + £)dspt

a nasledujici identity

/ot/ﬂas(p“)i(‘f’"(s)@b(“)) drds = — /0 t /Q pudy(én(s)0(x, 5))6 dads.

Dosadime ¢ (z,t) = ui(x, t) —u(xz,t) a opét vyuzijeme vyse zminéné konver-
gence Steklovovych funkef a slabé formulace rovnice (4.18). Clen u(s+£)0, pi
muzeme osetiit stejnym zpusobem s pouzitim slabé formulace rovnice (4.17).
Pro n — 0 pak dostaneme tvrzeni naseho lemma. a

Nyni vyuzijeme monotonie operatoru P. Z ni vyplyva nerovnost

T
lim inf/ on(s) / P(u,) : Du, dxds
0 Q

n—oo

> /OT on(s) /Q? : Dv+ P(v): Du— P(v): Dv dxds,

kde ¢, € C3°(0,T) a1 > ¢, > 0 pro kazdé h a navic ¢, T 1 s.v. na [0,7] pro
h — oo.
Odectenim identit (4.36) a (4.55) dostaneme

T
/ on(s) / P(u,) : Du, — P : Du dxds
0 Q

' w,* _ Jul®
= / 0 (s) / Pn —p + ppdivu, — pdivu dzds
0 0 2 2
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+/pnf-un—pf-ud$ds.
Q

S pouzitim vyse uvedené nerovnosti a vSech diive odvozenych konvergenci
dostavame

/ ¢h/ (P — P(v)) : (Du— Dv) deds > 0, Yh € (1,00).  (4.57)

Nyni nechdme konvergovat h k nekonecnu. Ziejmé lze zaménit limitu s in-
tegralem. Majorantou je zde funkce

g(t) = / B(t) — P(v(t))) : (Du(t) — Dv(t)) dz|.

Po dosazeni v =u— A\ do (4.57), kde ¢ € C°(Qr) a A € R, muzeme ovérit
diky monotonii a vlastnosti 3. tenzoru P, ze

div P = div P(u) v Lg,, (0,T; W' Lg, , ("), > 2.

Navic P(u) € Ly;(Qr), coz plyne z (4.6), (4.8) a (4.10). B
Zopakujeme-li postup z dikazu Lemma 4.7 pro P(u) misto P, pak dostaneme
ve smyslu distribuci identitu

d

p|u|2 dx + / P(u) : Du dx — / pdivu dr = / pu-f dx. (4.58)
dt Q Q Q

Zbyva ovéfit energetickou nerovnost (4.49). Z identit (4.36) a (4.37) pro
0r(2) T zIn (2 +6), 6 € (0,1) libovolné ale pevné a pro k — oo dostavame

2
E|pn, uy, 0] / / (u,) : Du, dxdz—i—e/ / 204 pn 51V pn|? dzdz
(0 + pn)?

S S 5 n
§/ /pnf.un d:cdz+/ /,0 'j_édivun dxdz + Elpo, qo, 0]  (4.59)

t+€/2
¢/ ds,
kde £ je zvoleno libovolné ale pevné, a nechame n konvergovat k nekonecnu.

Podivejme se blize jen na funkce [,(s) := fo fQ : Du,, dxdz, nebot
pro ostatni cleny muzeme pouzit vyse odvozene konvergence. Ztejmeé plati,

pro kazdé s € [0, T]. Tuto identitu integrujeme pomoci integralu & £ ft
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7e funkce jsou omezené v Wh1(0,T) a tedy po piechodu k vybrané pod-
posloupnosti konverguji v LP(0,T) pro néjaké p > 1 as.v. s € (0,7) k I(s).

Navic vime z (4.10), ze
/ / : Du dxdz.

Pro £ — 0 pak pro s.v. t € (0,7T) dostavame

20
Elp,u,d](t / / : Du dxds+e/ +e 5IVpl? dads
(0 + p)?

//pf udxds—l—/ /p 5d1vu dxds + E|po, o, 6].

Odtud, z Tvrzeni 1.20 a z nerovnosti (4.6) plyne energeticka nerovnost (4.49).
O

Lemma 4.8 Nechi f € E%/q(QT) pro néjaké ¢ > 1 a > 2. Pro zadand
pocdtecnt data py a qo vyhovugici podminkdm (4.20) a (4.21) existuje TeSend
ulohy (4.1), (4.2), (4.20), (4.21) takové, Ze

ucyY, pe L>(0,T; Ly, (52)).

Navic toto resent spliuje ndsledujici odhady

120l oo 0,75, (2)) < (P05 Qo) (4.60)
T
/ /M(Du) dxdt < ¢(po, qo), (4.61)
0o Jo

”\/ﬁu||Loo(07T;L2(Q)) < C(p07 CIO)- (4'62>

Rovnice
pe +div (pu) =0 (4.63)

a

(pu); + div (pu ® u) — div P(u) + Vp = pf (4.64)

jsou splnény v prostoru D'(Qr). Reseni nasi ilohy vyhovuje pocdtecnim
podminkdm (4.20) a (4.21) v prostoru C([0, T]; W' Le,(Q)) respektive v pros-
toru C([0,T]; W' Ly, (Q)N).
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Toto Teseni navic spliuje identitu ve tvaru

1
K / —plul* + plnp dz | + / P(u) : Du dz = / pf -u dx (4.65)
dt \Jo 2 Q Q

a to nad prostorem D'(0,T) a energetickou nerovnost

// : Du d:l:ds</ /pf u dxds + E|po,qo] (4.66)

pro s.v. t € [0,T).

D u k a z: Oznacme (p, u.) feseni tlohy (4.17)—(4.21) dané Lemmatem 4.6.
Z odhadu (4.45), (4.46), (4.48) a z nasledujici nerovnosti

V 25+p€ Vpe / 5+pe Yu |2 dxdt
L 204

0+ pe
T
< evalpliorason ([ / M(Du,) dadt + 1)
0

odvodime silnou konvergenci

6/ |VpVu| dedt < e

T

eVp.Vu, — 0 v prostoru L*(Qr).
Funkce p. jsou stejnomérné omezené v prostoru L>(0,T; Ls,(Q2)) (viz.

(4.45)) a jejich casové derivace %pg v prostoru L?(0, T I/VflL%/2 (Q)). Tato
omezenost vyplyva z rovnice (4.17) a z odhadua

T
¢1(t) / pe, - V() dxdt‘
Q

< [Voallu, 01 ll7rll oell oo 0,110, o) 1 DUl Lar(07: 20 2))

¢1 / Ve - Voo x dxdt’

V(26 + p)Vpe (6 + pc)?
204 pe W@

0+ pe
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Z vét o kompaktnim vnofeni (viz. [27]) pak lze odvodit, ze p. — p silné
v C(0,T;W™'Lg,,()) a diky omezenosti v L>(0,T; Lg,(£2)) konverguje v
C’([O,T];ngak(ﬂ)). Silna konvergence funkei p. dohromady s FEqp-slabou
konvergenci funkci Du, v Ly (Q7)V*YN a s-slabou v Ly (0,T; Ly (2)N*V)
implikuje, Ze peu. — pu *-slabé v Ly(0,T; Lo, (2)V), kde 8 > v > 2, nebot
z integralu

T T
| onts) [ o= ppnta) dads+ [ n(s) [ ot = wioaa) daas
je videt, ze staci ovérit, ze ppy € L®(0,7T; Ly7(2)) a omezenost ucpy v
L7(0,T; Wy Ly, (). Zbytek vyplyvé z omezenosti peue v Ly (0, T Le, (2)7).
Déle dostavéame Ej-slabou konvergenci funkei P(u,) k P v Ly (Q7)V* V.
Jestlize si uvédomime, ze funkce % (peu.) jsou stejnomérné omezené vzhledem
k e v prostoru Lg,,, (0,7} W‘qu,l/Q(Q)), a > 2, (dikaz je stejny jako v
Lemma 4.6), pak odtud vyplyva, ze pu. ® ue — pu @ u v D'(Qr) a z
omezenosti peue @ e v L, (0,T; Le, (2)VN), p > N, x-slabé konverguje i
v tomto prostoru. Z vyse uvedenych odhadu navic plyne, ze

pe — p v prostoru C([0,T7; ngak(Q)) (4.67)
a
peue — pu v C([0,T); LgS()Y). (4.68)

Zbyvé opét overit, ze div P = div P(u) v Le,, (0,7; W' Lg, ,(2)V*N)
pro @ > 2. Vezméme nyni rovnice kontinuity (4.1) a (4.17) a z renormalizo-
vané rovnice kontinuity odvodme

/Q pe(H)n (pe(t) + 8) — poln (po + 6) da

¢ 2
—/ / <—divu, dzds (4.69)
0 JQ 0+ Pe

t 2
/ (B (p(t) + 6) — poln (po + 6) dz = — / / P divu deds, (4.70)
Q 0 Joad+p

kde 6 € (0,1) je libovolné ale pevné ¢islo. Vyse uvedené rovnice dostaneme
nasledujicim zpusobem. Vezmeme funkci 0i(z) T zIn(z 4+ 0) v (4.37). Po
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nasledujicich prechodech n — 0o, k — oo a vynechani ¢lenu nasobeného e
dostaneme s pouzitim konvergenci z Lemma 4.6 a Leviho véty prvni nerovnost.
Pti odvozeni druhé identity postupujeme tak, ze odvodime analogickym pos-
tupem jako v Lemma 4.2 s pouzitim podminky (4.19) identitu

/m%mnm—/w%nd

//PM%%)QKMWWMW

/ / 10 ((pn)n) dads — e/ / YV on x VO30, (pn) dxds. (4.71)

Pak analogickym zpusobem po ptrechodech n — oo, ¢ — 0, h — 0 a
k — oo s pouzitim konvergenci z dukazu tohoto lemma odvodime rovnici
(4.70). Zde je tieba zminit dulezitou skutecnost, ze konvergence p. — p v
c([o, TY; ngak(Q)) implikuje, Ze (pe)n konverguje pro kazdé t € [0,7] a s.v.
x e Qkpp.

Nyni lze vyuzit G-diferencovatelnosti a konvexity funkcionalu fQ pln (p+
) dz k odvozeni nerovnosti

/g}(ln(ﬂ—l—@—i—ﬁ) (pe = p) d$§/§2peln(pe+5)_pln(p+5) dr

pro s.v. t € [0,T]. Je vidét, ze volba § > 0 zajistuje, Ze levd strana nenf
rovna —oo.
Po odecteni (4.70) od (4.69) dostdvame

/Q<1n(p+6)+L> (pe — p) da;g/gpeln(pGJr(g)_pln(Ha) de

p+9

2
//5 psdlvue 5'ipdivu dxds. (4.72)

Nyni plati odhady

divu, +

5/)6 (5

lell dxds + / / pedivu, — pdivu dxds

< 5(llpell o< (0,1:20, @) |1 DUl Las 0,75200(2))

69



+lpllze 0,120, @) 1Dl Lo 075200 (2)))

t
/ (pn(s) — 1) / pedivu, — pdivu dzds
0 0

1
<c (E) (llpelloe 0 7:La, @) 1 PUell a0 720020

+Hlpllze 0,120, @) 1Dl 2y 0.752002))):

kde ¢ (£) — 0 pro n — oo, nebot ¢, (t) volime tak, ze ¢, T 1 v Ly/(0,t) a
zaroven skoro vsude v (0,1), ¢, € C5°(0,t) a 0 < ¢, < 1, kde t € (0,7.
Odtud plyne, ze
[ (w40 + 52 ) -9 do < [ ptno )= pin(o+0) do
0 0+p 0
t 1
< / “n(s) / pdivu — p.divu, dzxds + ¢ (—) + 9. (4.73)
0 Q n
Ze slabé konvergence ziejmé vyplyva, ze
t t
lim [ ¢l (s) / peuc? deds = / @l () / plul? dxds. (4.74)
«=0.Jo Q 0 Q
Analogicky dostaneme
t t
lim [ on(s) / pf - u, deds = / ©n(s) / pf -u dxds (4.75)
<=0.Jo Q 0 Q

pro libovolné ¢ € (0, 7. Nyni pouzijeme hlavni myslenku dukazu Lemma 4.7.
Vezmeme opét funkei u jako testovaci funkei pro rovnici (4.2), kde misto

— €2
tenzoru P(u) mame tenzor P, a funkci % jako testovaci funkei pro (4.1) a
dostaneme

t
/ ®n(5) / pus - 9,0 — pu - d,ul dads
0 Q

[ £ A
—/0 /Qp(u+ )05, (s) dxds /O/Qp 5 Ospp(s) dxds

! = ]a(ul)i 3 di 3 drd
+ [ onls) | o3 w0 — (wi)f) + pdivs dads

1,j=1
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t
—/ ®n(s) / P:Dul + pf - ul dads. (4.76)
0 Q

Po limitnim pfechodu & — 0 s pomoci konvergenci zminénych v dukazu
Lemma 4.7 odvodime identitu

d

1 —
— | =plul? dx + / P : Dudx — / pdivu dz = / pof -udx, (4.77)
dt Jo 2 Q Q Q

ktera je splnéna ve smyslu distribuci. Po odecteni identit (4.58) (pro p = p.
au=u.) a (4.77) dostdvame s pouzitim nerovnosti (4.73)

t
/ ©n($) / P:Du~— P(u,) : Du, dxds
0 Q

_ /0 onls) /Q pdivu — /Q pudivu, dads + ¢ (e)
> [ (w49 L) - det e —exs—e (+).

p+0 n

kde ¢ (€) zahrnuje (4.74) a (4.75) a tedy ¢1(e) — 0 pro € — 0. Zfejmé integral
na pravé strané konverguje k nule, nebot p. — p v C([0,T]; Lg™*(Q)). Z
monotonie operatoru P vyplyva, ze

t
liminf/ cpn(s)/P(uE) : Du, dxds
0 Q

€—>

> /Ot%(s)/ﬂﬁz Dv + P(v): Du— P(v) : Dv dxds.

Odtud

—as-e(2)< [ enls) [(P= P s Dl =) dads,

n

kde ¢ (%) — 0 pro n — 0o a d je libovolné mala. Odtud plyne

T
0< / /(? _ P(v)) : D(u - v) drds.
o Jao
Volbou v = u — \¢ ukdzeme, ze

div P = div P(u) v L<I>1/a<0a T; W_1L¢1/2(Q)NXN)
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pro a > 2. Energetickd nerovnost (4.66) plyne ihned z (4.49) pro p = p. a
u = u, s pouzitim konvergenci odvozenych béhem dukazu tohoto lemma a
(4.10). Obdobnym zpusobem, jako jsme odvodili (4.77), odvodime identitu

d 1

— [ =plul? dz + / P(u) : Du dx — / pdivu dz = / pf -udx, (4.78)
dt Jo 2 0 Q 0

kterd je splnéna ve smyslu distribuci. (4.65) pak vyplyvé z renormalizované
rovnice kontinuity. a

Abychom mohli ukon¢it dukaz existence feseni ulohy (4.1)—(4.5), aprox-
imujeme funkei py € Lg, funkcemi py, € C**(Q) s vlastnostmi

0< n S pO,n(x) S ) VPO,n : nlaﬂ - 07

I | =

poy; — po v Lay(€2) pron — 0.

Funkce pg, muzeme zkonstruovat napiiklad takto: Vezmeme oblast €2, takovou,
ze Qp, C Q a dist(0Q,, ) = h, a funkci pgj, definovanou predpisem

| p proxeQy,
PORZ 0 proz e Q\ Q.

Pak muzeme definovat funkci p,,, takto:

pon =1+ T (Po.nerkmy) * Dnink(m)/2)
pro n > 0 a vhodné zvolené indexy k(n) a h(n, k(n)). Déale polozme

Po,n(z)

&) = qo(x) Sy Jestlize po(z) >0
0 , jestlize po(z) = 0.

Na zdkladé definice funkce qq (viz. Véta 4.9 nize) mame omezenost funkei
=112
% v LY(Q) nezdvisle na n > 0.

Definujeme funkce h” € C2(Q) takové, ze

\V pO,n

<.

H .
2
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Vezmeme q] = h", /pg,. Pak lze snadno ovéfit, ze

‘%’2

Po,n

jsou omezené v L'(§) nezévisle na n (4.79)

a navic
ajl — qo v L*(Q). (4.80)

Véta 4.9 Nechi f € Zg,ﬁ/q(QT), 6 >2aq > 1. Pro dand pocdtecni data
po € L%( ) a lqo|* € LY(Q) takovd, Ze py > 0, qo := 0, jestlize py = 0,

laol?

=0, jestlize pg =0, a ‘q(" € LY(Q) pro po > 0, existuji funkce

p€L>0,T;Ly;(2) auey

takové, Ze rovnice
pr +div (pu) =0

je splnéna nad prostorem D'(Qr) a taktéz ve smyslu renormalizovaného resent.
Rowvnice
(pu); + div (pu @ u) — div P(u) + Vp = pf

je splnéna v prostoru D'(Qr). Resdent vyhovuje pocdtecnim podminkdm (4.4)
a (4.5) v prostoru C([0,T); W 'Le, () a C([0,T]; W 'Le,(Q)V). Navic
plati identita

d 1
— / —plul® + pln p dz | + / P(u) : Du dz = / pf -u dx (4.81)

nad D'(0,T) a energetickd nerovnost

1 2
// : Du dxds</ /pfudxds—i—/ 1laol® dx (4.82)
a2 po

pro s.v. t € [0,T).

D uk az: Zakladni odhady a limitni prechody jsou totozné jako v Lemma 4.8.
O
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4.1.6 Poznamky

V této sekci odvodime omezenost funkei p, v prostoru L*(0,T; W12(Q))
pro libovolnou dimenzi, coz rozsitfuje platnost Lemma 4.6 na vSechny di-
menze. Nejdifve ovéfime, ze posloupnost {p,}°°, je omezend v prostoru
L0, T;W'P(Q)) pro ngjaké p € (1,2). Ziejmé plati odhad

2
/IVpnI dx < \// Vo dm\// P da
Q Q Pn Q

a tedy p, jsou omezené v L*(0, T; WH1(Q)). Z vét o vnoren{ médme omezenost
v L*(0,T; L~ (Q)). Z rovnice kontinutity (4.17) po otestovani funkei 6'(s) =

gs?~! dostaneme
Vo |?
/pn( ) dz +c1(q //|P|
Q Pn
t
:—02((1)/ /divun|pn|q dxds—i—/pq(()) dx.
0 Jo Q

Analogicky jako v dukazu Lemma 4.6 odvodime odhad

' 1! 2, s
Co q)/ /divun|pn|q dxds §c+5/ /\pnyzﬁ‘pnyf dxds
0 JQ 0 JO

198
l/t(/| |qd)q2
§C+_ Pn T
6Jo \Ja

sy
a8 q
(/|pnﬁ ) ds

1, 7
<c+ - n 200 ; " 2 =
BHP 55 (O,T,Lq(Q))Hp HL%(U,T;LQ—%(Q))
za podminek
e qp N
— <qg<2, = > 1
A e A
coz vede na podminky
cloy—7) 2= w5
Pellon =1 1= w13

Z nésledujiciho odhadu

| wer dx_/(%) o de <H
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pak vyplyvd, ze p, jsou omezené v L*(0,T; qu%(Q)) N L>(0,7T; LY(N2)) a

funkce % v L*(Qr). Shrneme-li cely postup, pak jsme vlastné ukdzali,
pnZ

ze funkce p, jsou omezené nezdvisle na n v prostoru L*(0,7; W'?(Q)) N

L>(0,T; LP(2)) a Eenl L*(Q7) prop > 1. Nyni chceme dokézat, Ze p, jsou
2

P

pn
omezené v prostoru L2(0,T; Wh2(Q2)) N L>=(0,T; L*(2)). Dukaz povedeme
sporem. Ptedpokladejme tedy, Ze existuje py € (1,2) takové, ze funkce p,
jsou omezené v uvedenych prostorech pro kazdé p < pg ale ne pro p = py. 7Z
rovnice kontinuity (4.17) dostaneme analogickym zptsobem jako pred chvili,
Zzﬁ)nde L>(0,T;L9(2)) pro g = NN—ZDQ%B afe(l, 2]2\]]:). Snadno odvodime
odha

T T
‘Vp ‘ r(2—p) Vp r(2—p)
L woar= | ( T ) ot de< | S ol
Q Q pn2 p?’L2 9 2—7r
Odtud dostaneme, ze r = 2_2];7+q. Nyni zbyva ukazat, ze r > py. Po dosazeni

za q vede tato skutecnost na nerovnost
ANp = 2Npf3 — 2poN 3 > —2pop3 + 2ppoN (1 — B) + p*pof3.
Jelikoz pro p — py a f — 1 dostaneme nerovnost
0> —2p5 + pj,

ktera je splnéna pro py < 2, tak lze najit takové hodnoty p a 3, ze r > po.

Pro odhad ¢lenu |Zf§0| pouzijeme rovnici kotinuity a analogicky postup jako

na zacatku této kg&)itoly a tedy dostavame spor. Odtud tedy vyplyva, ze p,
jsou omezené v L2(0, T; WhP(Q2)) N L>=(0,T; L*(2)) pro kazdé p € (1,2). V
poslednim kroku pak testujeme rovnici kontinuity (4.17) funkei p,, a z vét o
vnoteni pro vhodné p zopakujeme postup z Lemma 4.6.
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4.2 Chovani reseni Navierovych-Stokesovych rovnic popisujicich
proudeéni izotermalnich stlacitelnych tekutin pro
cas jdouci k nekonec¢nu

4.21 Uvod

Tato kapitola bezprostiedné navazuje na predchozi kapitolu a budeme zde zk-
oumat stabilizaci slabého teseni Navierovych-Stokesovych rovnic popisujicich
proudéni izotermalnich stlacitelnych tekutin s nelinedrnim tenzorem napéti.
Ptipomenme nyni tento model spolu s okrajovymi a pocatecnimi podminkami:

pi + div (pu) = 0, (4.83)

(pu)¢ + div (pu ®@ u) + Vp — div P(u) = pf, (4.84)
u(z,t) =0, z € 99, t € (0,00), (4.85)
p(x,0) = po(x) = 0, z €, (4.86)
(pu)(z,0) = qo(z), © €, (4.87)

kde © je omezend oblast v RV,
Méjme Youngovu funkci @ s vlastnosti, ze pro jeji komplementarni funkci
U plati, ze

/ \Ill(|w]§) dr <c
Q

pro w takové, ze [, W(w) dz < 1, a pro libovolné ale pevné o € (0,1).
Stabilizaci budeme rozumét, ze pro dané slabé feseni problému (4.83)—(4.87),
které splnuje energetickou nerovnost, existuje funkce p,, takova, ze

lim (1) — poclls = 0. (4.88)
kde rovnovazny stav hustoty p. je jedinym feSenim rovnice

Voo = poof  s.v. v (4.89)

/,00o dx = / po dx, po > 0. (4.90)
Q Q

Zakladni myslenka dikazu vyse zminéné stabilizace je prevzata z [24] a
spocivé v nalezeni funkce p(t), kterd konverguje silné pro t — oo a zaroven
plati limita

lim [[0(p/(t)) — 6(5(6))], = 0 (4.91)

t—oo
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pro vhodnou omezenou a rostouci funkci 6 a libovolné r, r € [1,00). Celd
konstrukce funkce p je zalozena na fesitelnosti Neumannovy tlohy

/ Vuwe(s) - Vn dx = / R (p(s))f - Vi dx, ¥n € WP (Q),
0 Q

/Qwe(s) dx = 0.

V nasem piipadé bychom ale potifebovali, aby funkce Vw,(-,t) nélezela do
prostoru Le, (2) pros.v. t € (0,00). Neni ale jasné, zda tento vysledek plyne
ze skutecnosti, ze p € Lg,(€2). Proto je nutné cely postup modifikovat pro
Neumannovu tlohu

/QVwek(s) -V de = /QRG(Tk(p)(s))f -V dx, Yn € WHP(Q),

/Qwek<8) dr =0

s vhodnou serezavaci funkci T}, definovanou v Definici 1.42. Cely postup pak
vede na konstrukci funkce p,. Ve zbylé ¢asti dukazu pak ovéiime, ze lze prejit
pro k — oo k limité (4.91).

4.2.2 Zakladni predpoklady
Stabilizaci feSeni budeme zkoumat za nasledujicich predpokladi:
1. f=Vyg, g e W>>°(Q), 00 € C?%

2. po € La, (), po > 0, qo := 0, pokud py = 0, ‘(;%'2 := 0, jestlize pg = 0,

g lwf o LY(Q), ug := 2L pro py > 0, ug := 0 pro py > 0;

po 0

3. tenzor P je koercivni, t.j.

/QP(V) . Dv da > /QM(DV) dz (4.92)

prov € X;
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4. tenzor P(-) je omezeny v nasledujicim smyslu

/M dx<c(/MDv dx+1> (4.93)

pro v € X a spliuje nerovnost

2| P(v)||7 < ¢ (zm /Q M(Dv) dz + 1) (4.94)

pro kazdé m € Ny, v € X a pro néjakou pevnou konstantu [ > 2. Tato
podminka nam tika, ze je-li integral na pravé strané maly, pak musi
byt v odpovidajici normé malé i P(v).

Priklad: Vezméme tenzor P z kapitoly 5.1.1. Neni problém ovérit, ze
konstanta [ u nerovnosti (4.94) pochézi z As-podminky funkce M. Zbylé
podminky ovérime stejné jako v predchozi kapitole.

4.2.3 Chovani funkci p a Du pro ¢as jdouci k nekoneénu

Lemma 4.10 Nechf p a u je slabé resent ilohy (4. 83)7(4 87) vyhovujici en-
ergetické nerovnosti (4.82). Potom hustota p € L*(0,00; Le, (Q)) a

/ / M (Du) dzds < oc.
Odtud vyplyva, Ze

¢
lim / / M (Du) dzds = 0 pro libovolné a > 0. (4.95)
Q

t—o00 t

D u k a z: Pouzijeme funkei g jako testovaci funkci pro rovnici (4.83). To
nam umoznuje prepsat energetickou nerovnost na nasledujici tvar

Elp,u](t) — / gd:c—l—// : Du dxds

< Elpo, qo] — / pog dx (4.96)
Q
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a tedy

2 t
/(pﬁﬁtplnp) d:):+/ /P(u):Du dxds
Q 2 0o Jo

1 2
< [39L dos [ gy dot2lglae [ podn (@07
a2 po Q Q

Z (4.97), predpokladu (4.92) a z nésledujici nerovnosti

/pln(l—i—p) dxgcl/plnpdx—l—CQ
0 0

pak vyplyva tvrzeni naseho lemma. O

Lemma 4.11 Nechi plati (4.95). Potom

t+a
tlim / |Du(s)|w, ds =0,
—XJt—a

t+a
lim [P (u)(s)ll37 ds =0

t—o00 t—a

t+a
fim [ 1Du), ds =0
pro libovolné a > 0.

D u k a z: Prvni limita plyne ihned z (4.95) a z Lemma 1.37. Dukaz druhé
limity vyplyva ihned z nerovnosti (4.94). Tteti limitu dostaneme stejné jako
prvni. Volime pouze ekvivalentni funkci Wy(z) := Wy(z/4) s funkei ¥y, pro
kterou pouzijeme tvrzeni Lemma 1.37 a Jensenovu nerovnost pro prechod
druhé mocniny na funkci Wy (z). O

4.2.4 Globalné stejnomérné odhady

Nisledujici tvrzeni ndm zajistuje existenci funkce 6 s vhodnymi vlastnostmi
pro nasi dalsi konstrukei.

Tvrzeni 4.12 [24] Existuje kladnd konstanta ¢y a omezend, rostouct, lichd a
spojité diferencovatelnd funkce 0 na mnoziné R takovd, Ze lim, .. 6 (r) =0
a @ (r) > 0. Funkce 8 navic splnuje nerovnost

(r1 — 12)(0(r1) — 0(r2)) > co(0(ry) — 0(r2))% (4.98)
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Pro kazdé s > 0 oznac¢me we(s) jediné feseni Neumannovy ulohy

/QVwek(s) -V de = /QRG(Tk(p)(s))f -V dx, Yn € WHP(Q),

/ Weg(s) dz =0 (4.99)
Q
pros>0al<p< % Toto teseni splinuje odhad

HwekHLoo(o,oo;Wlm’(Q)) < CHRe(Tk(P))”Loo(o,oo;Lp’(Q)) < ck < +00 (4.100)

prop’ > N ak=1,2, ... libovolné ale pevné.
Nyni definujme funkci

Ge(s,m) := / O(we(s) +m) dx (4.101)

Q
pros >0, meR, e>0 k=1,2,.... Pak pro kazdé s > 0, ¢ >0 a k =
1,2,... dostaneme lim,, .+ Ger(s,m) = £[Q|sup,»o0(r) a ‘%;—T;k(s,m) >0

pro m € R. Ponévadz pro skoro vSechna (z, s) je funkce p(z, s) konecnd, je

+oo

/QRé(Q(p(:U,S))) dx :/ (s —1)0(p(x, 7)) drde

Q J—oco

+o0
< «9(00)/Q ) Ge(s — 1) drdx = 0(00)|Q2.

[e.e]

Odtud plyne, ze [, Rc(0(p(x,s))) dx lezi v oboru hodnot funkce G (s, -) a
pro libovolna ale pevna s > 0, ¢ >0 a k=1,2,... ma rovnice

Go(s, man(s)) = / R.(8(p(s)) de (4.102)
Q
jediné feseni m = m(s). Nyni definujme funkci

ﬁgk‘(s) = wek(s) + mek(s)' (4103)

Z vyrazu (4.102) a (4.103) dostavdme

/99(,56,6(%3)) dr = / R.(0(p(z,s))) dz (4.104)

Q
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pros >0, e >0ak=1,2,.... Nakonec definujme pomocnou funkci ¥ (s),
ktera je feSenim rovnice

div e (s) = Re(0(p(s))) — 0(Pei(5)) na Q,
Yep(z,8) =0, x € 08, (4.105)

pros>0,e>0ak=1,2,....
Tato tloha neni jednoznacné feSitelnd, ale jedno z moznych feSeni lze
vyjadrit pomoci slabé singularniho integralu

Yer(s) = S(Re(0(p(s))) — 0(Pei(s)))

— [ Ko = 0(RL06() = 0pul)) v (2.106)
kde funkce K je explicitné definovana pomoci slabé singularniho jadra. Jak
jiz bylo dokézéno (viz. Véta 3.7), operdtor S € L(L>(Q), WLy (Q)) pti
splnéni podminky kompatibility a funkce 1)¢(s) spliuje odhad

|Ver Lo (0,00W1 L (02)) < € < 00 pro C nezavislé na e a k. (4.107)

Déle z (4.103) vyplyvé, ze

/Q O(wen(s) + mes(s)) d = /Q R0((5))) dz.

Stejnym zptusobem jako v [24] 1ze dokazat, Ze
Ime(s)| <C <ocoproe>0,s>0,k=12,.... (4.108)

Lemma 4.13 Za vijse uvedenyjch predpokladu existuji nasledujici limity

lim we, = wi v L, ([0, 00); W' (), (4.109)
lim me , = mg v L}5.(0,00) (4.110)

pro néjakou posloupnost €, — 0+ a pror € [1,00), k=1,2,.... Odtud
Pepte — Wk + Mg =1 Py, (4.111)

ve smyslu viyse uvedenyjch konvergenci pro k =1,2,....
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D u k a z: Muzeme psat
wer(s) = A(R(Ti(p(s)))), kde A € L(LP (Q), W' (Q)). (4.112)
Jelikoz Ty (p) € L= (02 x (0, 0)), tak diky spojitosti regularizdtoru dostaneme

lim R.(Ti(p)) = Tilp) v prostoru L, ([0, 00); 27/ (9)

pro r € [1,00).
Pouzitim (4.112) dostaneme (4.109), kde

wy = A(Tx(p))-

V dalsi c¢asti dukazu budeme chtit ukdzat, ze mnozina {me(s)}ecoq) je
omezend v prostoru W,2(0, T) (lokélné kviili clenu 1/e ¢o(s/¢)) pro libovolné
T > 0 a pro libovolné ale pevné k =1,2,.... Vime, ze

%(s,m) _ /Q 0 (wenls) + m) de.

Polozme

co = inf/ 0 (wer(8) + mex(s)) dz > 0,
Q

€,

coz lze oveérit stejnym postupem jako v [24].
Z véty o implicitnich funkcich plyne existence derivace m/,(s) majici tvar

tals) = [ #0a(s) 4 mas) d) .

(/Q(RGO(P(S)))t dx — /QH’(wgk(s) + () (we)e () da:) ‘

To vede k odhadu (s pouzitim Poznamky 4.3)

mia(s)] < e (u(wgk)t(s)ul +1IDu(s), + 6o (f)) S (@)

Ponévadz funkce n € C§°(Q2) takové, ze n — ﬁ Jon dy = AE pro € € C*(Q),

kde 25
o0

= 0, jsou husté v prostoru L"(Q2), r € (1, 00), pak odtud plyne, ze

[ o = [ (n— o [ dy) o =~ [ (RATLp))E - VE ds
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< 10 I VEN I (RA(Tr ()il 1.0 < (1 Re(Tk(p) ) |l
+| R ((pTi(p) — Tic(p))div u)[|)|7]l,- (4.114)

Posledni ¢ast odhadu je dusledkem podoby renormalizované rovnice kontinu-
ity zhlazené pftes cas, viz. Pozndamka 4.3. Odtud

g / 2 T 2 T 1 9 (S
/ mer(s)] dSSC(/ | Du(s)]3, ds+/ 5% <E> ds

T T
# [ M@l i) <)+ el +a [ IR@EOER d
T 0
T
+/ IR((pTi(p(s)) — Ti(p(s)))div uls)lf3 ds) < K*ey(T) + ea(7), 7> 0.
0
Zde je tteba si uvédomit, ze T} (p) = 0 pro takova (z,t) € Q x (0,00), pro
néz p(x,t) > k. Ponévadz z (4.108) vyplyva, ze me(s) jsou stejnomérné

omezené, plyne (4.110) z vét o kompaktnim vnofeni. O

Nyni definujme funkei Q(t) predpisem

Qr(t) := /t_l/g(p(S) — Pe()(0(p(s)) = 0(py,(s))) dads, t > 1. (4.115)

Z monotonie funkce 6 dostavame, ze Q(t) > 0. V dalsi ¢dsti vySetiime
chovani funkce Q(t) pro cas jdouci k nekonecnu.

Lemma 4.14 Nechi p,, je funkce definovand predpisem (4.111). Pak limes
superior funkce Qi (t) definované vztahem (4.115) splriuje nerovnost

0< tlim sup Qx(t) < 61(k), (4.116)

kde 01(k) — 0 pro k — oo.

Dukaz Mégmea > 1afunkci p € C§°(—a, a) takovou, ze ¢ > 0, ¢(0) =1
pro o € (—1,0). Definujme

t+a
Qha(t) :Z/t w(s—t)/g(p(S)—ﬁek(S))(Re(G(p(S)))—Q(ﬁek(S))) dds.

—a
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Pak ztejmeé

Qo (t) —/t a@(s—t)/g(p(S) = Pek(8))(0(p(s)) — 0(Per(5))) dds

—a

t+a
+/t w(s—t)/g(p(S) = Pa(8))(Re(0(p(5))) = O0(p(s))) dxds,

—a
kde posledni ¢len na pravé strané konverguje k nule pro ¢ — 0+. Nyni z
Lemma 4.13 dostavame

i [ (06) = Pl O06)) — 07451 dads = Qut0

n—oo

prot > 1 a pro néjakou posloupnost ¢, | 0. Nyni chceme odhadnout wa(t).
Oznacme V,(t) := Q X (t — a,t + a) a testujme rovnici (4.84) funkei (s —
t)ter(s). Pak dostaneme

[ s = D) P 0Gp(50) = o)) s

- /V " @(s —t)p(s)div her(s) dxds
= [ el Dt - a Vals) + P Dl

—pf - ¢6k(s)> dxds — /V o ' (s — t)puhe(s) dads. (4.117)

Vezmeme Helmholz-Weyluv rozklad funkce 9 (s), t.j.
Ve (8) = Vzea(s) + ver(s), divvg(s) =0v Q, vg(s) -n=0na o
pro skoro vSechna s € (0,00). Z obvyklé konstrukce rozkladu, z (4.105) a z

(4.107) vyplyva, ze fQ Zep dr =0, vg, € W (Q), 2z € WT(Q), %‘BQ: 0,

pro r € [1,00). Nyni zahrneme do vypoctu formulaci tulohy (4.99). Tedy

/V P8 O ()(BO(p(3)) — 07 (5) s

= / (s —t)we(s)div e (s) deds = —/ (5 —t)Vwer(s) - er(s) dads
a(t)

Va(t)
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= —/ o(s — ) Vwer(s) - (Vza(s) + ve(s)) dzds
Va(t)
= —/ o(s = t)Vwe(s) - Vza(s) dads
Valt)
= —/ o(s —t)R(Ti(p(s))f - Vze(s) dxds. (4.118)
Va(t)
Odectenim (4.118) od (4.117) ziskame vyjadieni

/V o (s = 1)(p(s) = Per(s))(Re(0(p(s))) — 0(per(s))) dads

— [ ol = 006() = Pue(s))liv va(s) dds
Va(t)
_ /V 95 = OP() s Dia(s) dads
—/ o(s —t)pu- (u- V)ihy(s) deds
Va(t)

_/ ¢'(s — t)puthe(s) dads —/ o(s — t)pu(ve)i(s) dads
Val(t)

Va(t)

- /V 76~ 000 = RelTulpl)))f - Va(s) s

)
6
—/ o(s —t)pf - v (s) deds =: Z I5,.(t).
Va(?) j=1
Oznacme

t+a t+a
oull) ::max{/ 1Du(s)ls, ds,/ | Du(s)|3, ds,

t—a t—a

[Pl s (1.119)

t—a

Nynf odhadneme integraly 5, (¢) jeden po druhém. Tedy

0 < gl [ Pl DY)l ds < et

t—a
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58] < ol / P |Vibor(s)] dads
t

Va(
t+a
<c [ ) [ o)V dods
t—a Q
< cllpllze 00020, @) IV ek || L (0,00;L.0r(2)) Ta (D)-

1501 < ¥l |

t—a

t+a

1u(s) o / p(3) e (5)] dads < co(t)

Z (4.99) a (4.114) vyplyva spojita diferencovatelnost funkce we(z,s), kde
Oywer(+, 8) lezi v prostoru L7(Q2) pro kazdé r > 1, ¢ > 0, s > 0. Z regular-
ity funkce we(s) vyplyvé spojité diferencovatelnost podle proménné s funkce
Ger(s,m), kterd je dand vztahem (4.102). Jelikoz funkce G, /0m je kladna,
je funkce m(s), definovand jako jediné feseni rovnice (4.101), spojité difer-
encovatelna. Odtud vyplyva, ze 0(p,;) je diferencovatelnd podle proménné s
v prostoru Ly2 ([0, 00); L"(R2)). Z vlastnosti jadra K a z (4.106) vyplyva, ze
Oyther (-, t) existuje ve smyslu prostoru W (Q2) pro libovolné r > 1.

Z Poznamky 4.3 vyplyva, ze ve smyslu distribuci muzeme psat

(Re(B(p)))e = —div (R(B(p))) + Re((8(p) — o (0))liv ) + =6 () .

Odtud
(Ver)e = Sdivz + Sq — SO(p)t, (4.120)

kde
) 1 S
2= —R(6(p)u), q = R((6(p) = p8'(p))div) +—¢0 () po.  (4.121)
Z Pozndmky 4.3 plyne, ze divz € C*(0,00; Ly, (2)). Na zdkladé vyse uve-
dené rovnice, Dusledku 3.9 a Youngovy véty pro konvoluce, viz. napi. [9,
str. 85], odvodime odhad
15 divzllar + [1Sqllar < c(llzllo + [lgllp)

pro p’ > N. Problém s regularitou p, prekondme pomoci regularizace funkce
Po, ponévadz tento clen zmizi pro € — 0. Odtud

) 1 S
1S divz||ar + ||Sqllar < ¢ (HDu(s)H% + Eqbo <E>) . (4.122)
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Déle z Youngovy véty pro konvoluce vyplyvéa, ze

150 (@er)i(5))loo < cl|0(Per)e(3)ly

prop’ > N a

10 )e ()l < el (wer)e(s)ll + Imex(s)])- (4.123)

Vyse uvedené nerovnosti ndm umoznuji provést néasledujici odhad (k odhadu
pravé strany posledni nerovnosti pouzijeme stejny postup jako v dukazu
Lemma 4.13, konkrétné nerovnosti (4.113) a (4.114), a definici sefezavaci
funkce Tj)

t+a
I ()] < C\IwHooHPHLw(o,oo;L%(Q))/ [a(s)llooll (ver)e(s)llar ds < ckog(t).
t—a
Pro dalsi integral plati odhad
t+a
151, (1)] < Cleloonlloosug||¢ek(8)||oo/ IR(Ti(p(s))) = p(s) 11 ds =: 8¢ (k),
S,€, t—a

kde 6} (k) — 6*(k) proe — 0 a d*(k) — 0 pro k — oo na zdkladé Lemma 1.43.
Zbyvéa vhodné odhadnout integral

I ()] =

/ p(s —t)p(s)f - ve dxds|. (4.124)
Va(t)

Zde ale nevime, zda funkce Dv(s) € Ly (Q)V*Y pro skoro vsechna s > 0,
e € (0,1) ak = 1,2,..., coz je nutné pro slabou formulaci tlohy (4.84).
Aproximujeme tedy tento integral integralem

T (t) = /V P8O0 v, dds,
a(t

kde v, € CHQ) je funkce z Helmholz-Weylova rozkladu funkce e, kde
Yern(s) € C°(Q), ||[Yern — ¢ek||Loo(o,oo;c@)) — 0 pro h — 0+ a plati, ze
||¢€kh||L°°(0,oo;Wol’r(Q)) < C' pro C nezavislé na k, € a h a pro libovolné r > N.
Existence funkci 1), plyne z Lemma 1.41 a z definice Helmholz-Weylova
rozkladu dostavame

IVzarn(s) = Vzar(s)lloo < [[Vern(s) = Vibar(s)ll» < C, 7> N,
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IVzan(s) = Vzar(s)ll2 < Clldern(s) = Yer(s)llm,

kde ¢ekh<3) = stkh(s) —I— Vekh(s).
Z omezenosti gradientu funkce ¢ (s) a z Lemma 1.45 vyplyva, ze jestlize

|Vern(s) — Yer(s)| konverguje k nule v L*°(0,00; Ly (), pak |Vzegn(s) —
Vzee(8)| a|Ver(s) —Vern(s)| konverguji k nule ve stejném prostoru pro h — 0+
a navic plati
| Z61.(s) = Tpn(s)| < 02(h),
kde d3(h) — 0 pro h — 0+ a 3 nezdvisi na s a e.
Funkei v, muzeme odhadnout takto

||Vek:h||L°°(0,oo;W11°°(Q)) < A<h)7
kde A(h) — oo pro h — 0.

Nésledujici tvrzeni nam umozni na zakladé konstrukce vhodné funkce
odhadnout integral 1§, (s).

Tvrzeni 4.15 [24] Nechi Q je tridy C?. Pak pro dostatecné malé n > 0

ezistuje oblast 2, C Q takovd, zZe ), C Q, |Q\Q,| < en a jestlize x € 0N, pak

existuje jediné y = y(z) € 0Q, s vlastnosti n(z) = n(y(z)) a |z —y(z)| =n

pro vsechna x € 0. Navic existuje funkce k € Wh*°(Q) takovd, Ze k(z) =1

prox €y, k(x) =0 prox € Q\Qy, [Vi| < 7 prox € Qa\ Q) a ‘g—’:’a =0,
Q

kde T je tecny jednotkovy vektor k hranici. ’

Necht > 0 a k € WH*(Q) je takovd funkce, Ze |supp (1 — k)| < n. Pak

/ o(s —t)p(s)f - v, drxds = / o(s —t)p(s)f - vk dxds
Va(t) Va(t)

—I—/ (s —t)p(s)f - Vo (1 — k) dods =: J} + Jp. (4.125)
Va(t)
Snadno ovérime, ze

I3 | < callpll oo 0.00:L.0, () |1 llso | Vern | 2o 0,00:25 () [ X supp(1—ry lar < €(m),

kde ¢(n) — 0 pro n — 0.
Protoze dvojice (p, u) je slabé teseni tlohy (4.83)—(4.87), muzeme piepsat
integral J{* nasledujicim zptisobem

= /t T s 1) /Q (P(w) : D(svun) — piiv ()

—a
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—pu- (0 V)(kvegn)) — pum(vekh)t) dxds

t+a
—/ (s —1t) / Kpu - Ve, drds
t—a Q

_ /t t+ag0(s—t) /Q (FoP(U)  DVern

—a

—kpu- ((u-V)vegn) — pum(vekh)t) dxds

t+a
—/ ¢'(s —1) / Kpu - Vg, drds
t—a Q

+ /tHa(p(g —1) /Q<P(u) : Sym(VE @ V)

7
—p(u-Vk)(a:ven) — pVE - Vekh)> dzxds =: Zjﬁ, (4.126)

i=1
kde Sym znamena symetrickou ¢ast tenzoru. Integraly 7?, e ,72 muzeme

odhadnout pomoci funkce cA(h)o,(t) a integraly 7; a 72 funkef o4 (1).

Zbyva odhadnout integral 7};

Necht z daného bodu z € , 2\ €2, vychdzi polopiimka, kterd je normalou
k hranici 02, v bodé z; a k 0Q v bodé x,. Pak |z — 23] < n. Protoze
Veen(22) - n(x2) = 0, n(xe) = n(zq) a Vk(z1) L 7(x9), z Tvrzeni 4.15 pak
dostavame Vk(x) - vegn(z2) = 0. Muzeme tedy zkonstruovat oblast €,
kde a = |z — x3| a pouzitim stejnych vysledku jako v Tvrzeni 4.15 pro Q,
ukazeme, ze Vk(z) - 7(z) = 0 pro libovolny vektor 7, ktery je te¢nou k OS2,
v bodé x. Z lipschitzovskosti funkce vy, vyplyva

IVE(z) - veen ()| = [VE(Z) - (Vekn (2) — Vern(22))]

C
< EUHVethLoo(o,oo;wl,oo(g)) < CA(h).

Vyse uvedena nerovnost pak umoznuje odvodit odhad

/()pV%-Vekh dzds| < A(R)]|pll>0.00iLe, @) X, 200 lar- - (4.127)
Va(t
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Spojime-li vyse uvedené odhady dohromady, pak dostavame
|4 T2 < e(n) + cA(R)aa(t) + cAlh)w(n) + %aa(t), (4.128)
kde w(n) — 0 pro n — 0+. Odtud
Jim sup lim sup | I, (1] < da(h) + w(m) A(R).

pro dy(h) — 0 pro h — 0 a w(n) — 0 pro n — 0.
Dokazali jsme tedy

0 < Qult) < Tim Qey(1)
1
<c (1 + A(h) +k + 5) oo(t) + w(n)A(h) + 61(k) + d2(h)
a nerovnost (4.116) je tedy splnéna diky vhodné volbé n a h. 0

4.2.5 Konvergence hustoty

Lemma 4.16 Nechi ¢ € W' (a,00), a € R, je takovd funkce, Ze q(s) > 0
pro s > a a limsup,_, j;t_l(q(s) +1¢'(s)]) ds < 61(k). Pak

tlim sup q(t) < 01(k). (4.129)

D u k a z: Dukaz plyne ihned z nerovnosti (viz. [24])

t
o) < [ (als)+ld ) ds. .
t—1
Polozme
ai(t) = [10(p(t)) — 0(pu(®))]l3, t > 1. (4.130)
Pak z Tvrzeni 4.12 vyplyva, ze
t
| atas <)
t—1
a tedy
t
tlim sup/ qe(s) ds < 61(k). (4.131)
o t—1
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Zbyva ukazat, ze
t
lim/ lge(s)] ds =0,
t—o0 -1
coz je dusledkem nasledujiciho lemma.

Lemma 4.17

i

¢ ¢
o(t) = max{/ |Du(s)||w, ds, / ||Du(s)||?1,2 ds,
t—1 t—1

[ Py as}

/tl () /Q(Q(p(s)) — 0(pi(s)))? dads

d%H@(P(S)) — 0@ ()3|  ds < ck\/a(t), (4.132)

kde

D u k a z: Staci ovérit, ze

< ckllnllzzg-r0V/o®  (4133)

pro libovolné n € C§°(t — 1,t). Nejprve z renormalizované rovnice kontinuity
dostavame odhad

[ ) [ oo aaas

t
< c/ |n(s)\/ divu| dads < clnllp21.07/a(0).
t—1 Q

<

/tl (s) /9(2p9(P)9'(P) — 0(p)*)divu duds

Daéle

/ttlnl(‘S) /Q 0(p)0(p,) dxds

# [ ats) [ o0tp0sdads— [ ) [ (o#6) ~ 0007w dads

<o [ e [ 196G dods+ [ )] [ 10 dods
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+/ti1 ]n(s)]/g\divu] dxds)
< cunum_m(\/ [ o ([ wo@ora) e

H0Pr)ell 2(t—1,621 02)) + \/U(t)) = I+ I+ Is.

Integral I; pak s pomoci (4.100) a definice sefezavaci funkce odhadneme takto

[1 S CkH/OHLOO(O,oo;Ll(Q)) U(t)

Nyni ukazeme, ze pokud odhadneme integral I,, pak mame i odhad posledni
¢asti, kterou dostaneme po umocnéni z (4.133), nebot

/tt1 77'('9)/99(%)2 deds = tm [ n’(S)[lé(ﬁenk)2 drds.  (4.134)

en—0+ ;4

Odtud plyne, zZe stac¢i odhadnout pravou stranu. Tedy

[ ) [ 007,00 dads

t
< 6/ [n()NOPe,e)i()llr ds < 0l 2@-1010(Pe, )il 216010 (4.135)
t

-1

=2

/ttl () /Q 0(Pe,1)0(Pe,)e drds

7 (4.113), (4.114), (4.123) a z odhadu funkce m/,(s) v prostoru L*(t — 1,¢)
pro t > 1 (viz. Lemma 4.13) vyplyvé, ze

10(Pe, 1)ell L2—1601 ) < cky/o(t),
nebot’ [ Zeo(s/e) ds —0proe—0at> 1. 0

Lemma 4.18 Pror € [1,00)

B sup [9(6(0)) — 07 ()], < ehr(8) (4.130
D 1 k a z: Dukaz ihned plyne z omezenosti funkce 6. a

Nasledujici lemma ndm umoznuje udélat ptechod k& — oo.
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Lemma 4.19 Za vijse uvedenyjch predpokladu plati, Ze limita

Lim [[6(p(t)) = 6(p(1))[l» = 0 (4.137)

pro kazdér € [1,00), kde p:=w+m aw@ am jsou limitni stavy posloupnosti
Junket {wg 32, a {mg}2,.

D u k a z: Pouzijeme-li stejnou techniku odhadu jako v nerovnosti (4.114),
dostaneme

[[wiy (8) = wiy (8)]lr < €| Thy ((5)) = Tha(0(5)) 12 (4.138)

pror € [1, %) a skoro vSechna s > 0, kde wy,, 7 = 1,2, jsou feSeni ulohy
(4.99). Z nerovnosti (4.138) v dusledku Lemma 1.43 vyplyva, ze posloup-
nost {wg}%2, je cauchyovskd a tedy konvergentni v L>(0,00;L"(2)) pro
r € [1, ). Oznacme jejf limitu w, w € L*(0,00; L"(2)). Z (4.104) plyne
nasledujici rovnost

/Q B (5) + Mek(5)) = O(warty () + Meses(s)) da = 0

pro s.v. s > 0 a pro kazdé ¢ € Ny. Po limitnim ptfechodu € — 0 dostaneme

/QH(wk(s) + m(s)) — O(wWirq(S) + Myq(s)) =0 pros.v. s >0

a odtud plyne, ze

lim sup/ﬂ@(wk(s) + my(s)) de = lim inf/ﬂ&(wk(s) + my(s)) dx

k—o0 k—o0
pro s.v. s > 0. Z této nerovnosti lze sporem odvodit, ze

lim supmy(s) = lim inf my(s)
k—o0 k—o00

a tedy limy_,. mg(s) = m(s) < oo pro s.v. s > 0. Jestlize chceme dokézat

(4.137), pak musime ukézat, ze my — m v prostoru L*(0,00). Dukaz této

konvergence je zalozen na sporu. Predpokladejme, Ze pro kazdé ky existuje

k > ko takové, ze ||[my — | fo0,00) => 0 > 0. Pak z rovnosti

=0
L>(0,00)

/Q B () + s (1)) di — / By () + () d

Q
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pro kazdé ki, ko = 1,2, ..., z konvergence skoro vsude a z Lebesgueovy véty
aplikované na predchozi identity dostavame

=0.
L>(0,00)

/Qe(w,f(-)+mk(-)) dx—/e(w<->+m(-)) iz

Q

Odtud
O p—

[}mmo+mm»—wma+mmwm

L>(0,00)

:

/Q (/01 0 (a(w(-) +mu () + (L = a)(w(-) + m(-))) da> x

(wi(-) +m(-) = w(-) =m()) dx

L2 (0,00)

_ H/Q (/01 0'(a(wy, +my) + (1 — )(w +m)) da) (wy, — W) da
+/m (/01 0' (a(wi +my) + (1 — a)(w + m)) da) (my, — ) do

e[ (et m+ 0=y m) da) o= m) s

= 17() + () + IOl =00
> 115 ()| (0.00) = HE (2 (0.00) = 115 ()l (0,009
kde Q,s :={z € Q; |wi(x,s) —wW(x,s)| < o}. Ponévadz z (4.138) plyne kon-

N
' N—1 )

L>(0,00)

vergence funkei wy, v prostoru L>(0, co; L™(2)) pro r € [1 dostédvame

ess inf [Qyq| > d3(0) aess sup |\ Qys| < d4(0),
5€(0,00) 5€(0,00)

kde §; > 0, i = 3,4, a navic d3(c) — |Q] a d4(c) — 0 pro ¢ — 0. Odvozeni
druhé nerovnosti je zfejmé, protoze pokud by to nebyla pravda, pak posloup-
nost {wy,}7, nemuze konvergovat v L>(0,00;L"(Q)), pro r € [1,+55).
Dukaz prvni nerovnosti je zalozen na stejné myslence. Navic plati

|Qas| = |Q \ (Q\Qas)| = |Q| - |Q\Qas|
> Q] — d4(0) =: 05(0).
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Uzitim omezenosti #'(r) dostaneme, ze ||I7(-)|| (0,000 — 0. Déle je vidét, ze
15 ()l 20,000 < el 19\ Q| 22 (0,00) < €a(0),

coz plyne z omezenosti ¢, my,(s) a m(s). To znamend, ze ||I5(-)||r(0,00) J€
libovolné maly pro k dostatecné velké. Ale

/Q /0 0 (a(wy, +my) + (1 — a)(w+m)) da(my, —m) dz

L>(0,00)

> cf|my, — | Lo (0,00) > €0 > 0,

pro k — oo, protoze ¢'(z) > 0 a tedy i

/ /1(9'(a(wk+mk)—i—(l—a)(@—i-m)) dadx > ¢ >0

pro s.v. s € (0,00). Odtud vyplyvé
0> lim [|I5]|oc = I/f[loc = 115l > ¢d >0,
k—o0
coz je spor. Dale jiz snadno ovérime, ze

lim [[6(p(t)) — 0(p()) [l = 0

t—o00
pro kazdé r € [1,00), kde p = w + . O

Veéta 4.20 Predpoklidejme, Ze predpoklady z kapitoly 5.2.2 jsou splnény.
Pak ezistuje jedind funkce ps € Lo, (Q2) takovd, Ze

Jm [[p(t) = poclle = 0. (4.139)

Funkce ® je Youngova funkce s vlastnosti, Ze pro jeji komplementdrni funkci
U plati, Ze

/ \Ill(|w|é) dr <c
0

pro libovolné w takové, Ze fQ U(w) dz <1, a pro libovolné ale pevné zvolené
a € (0,1). Rovnovazny stav hustoty p, navic spliuje rovnice (4.89) a (4.90).
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D 1 k a z: Necht t, — oo je libovolnd posloupnost. Pak vybereme pod-
posloupnost {s,}>2, C {t,}>, takovou, ze p(s,) % . Déle W(Sp) — Woo
v L"(Q) pro r € [1
nasledujiciho odhadu

,% , coz je dusledek Lemma 1.43, Lemma 1.44 a

/Q (W(50) — W(sm))AE dir = / (p(50) — plsm))E - VE da

Q

< [[flhcollo(sn) = plsm) -1 IVEN 10

pro " > N. Odhad je proveden analogicky jako v (4.114). Navic m(s,) —
Meo. 2 (4.137) dostaneme, ze 0(p(s,)) — 0(p(s,)) — 0 s.v. v Q. Odtud
0(p(sn)) — O(Woo + Moo), O(p(sn)) — O(Weo + Moo) s.v. v Q a tedy p(s,) —
Woo + Moo 8.V. Vv Q. Z omezenosti ||p(s,)|le, (s pouzitim konvergence podle
miry) a z nésledujictho odhadu

/uw dx = / u' " dr < |ul|;7? (/ Dy (u) da:+/ \111(|w|§) d:v)
Q 0 0 Q

pro a € (0,1) vyplyvéd konvergence p(s,) v prostoru Le(S2), kde komple-
mentarni funkce ¥ spliuje nerovnost z predpokladu této véty. Odtud plyne,
7€ Poo = Weo + Meo. Z konvergence funkei p(s,) k ps pak dostaneme

/onoAf dx = /Q(woo + Moo )AE da = /onof - VE dx

pro funkei € z Helmholz-Weylova rozkladu funkce n € C§°(Q2), t.j. n = VE+z.
Jelikoz

/ Poodivz dx = 0,

Q

zbyva oveérit, ze fQ pPoof -z de = 0. Je jasné, ze dukaz bude tuplny, kdyz
ukézeme, ze

lim [ p(s,)f-zdx =0 (4.140)

n—oo Q

proz € C*(Q), divz = 0 az-n|sg = 0, protoze potom 0 = lim,, Jo, p(sn)f-
z dz = [, poof - z dz. Abychom oveérili (4.140) je nutné dokézat, ze

/7:1 /Qp(s)f -z dx
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— 0 prot — oo (4.142)

[ 56 [ ots)8 s daas

ap € Ce(t —1,t). Tedy ze slabé formulace (4.84) plyne

/t:a|“(3)| /QP(S)f-zdx
t+a

+CHVZHooHUHooII/)HLoow,oo;Lq,l(m)/ [1Du(s)]y, ds

t—a

s < cl[ollooll Pl art e V2l

t+a
izl / W ()[llpu(s)] ds — 0
t

—a

pro t — oo a funkeci v € C§°(t —a, t+a) takovou, ze v(s) = 1 pro s € [t—1,t],
coz dava (4.141). Dale ze slabé formulace rovnice kontinuity vyplyva, ze

[ 56 [ ots)6 - dads

< cllfll1,00llZl1.00 [0l 22—V 0 (2).

/ P(s) [ s)(u(s) - V(€ -2) dods

Odtud s pouzitim Lemma 4.16 pro d; (k) = 0 dostaneme pozadovany vysledek.
Ukazali jsme, ze

/ Poodivn dz = / poof - m dx, n e C5 (). (4.143)
Q Q
Vezmeme nyni funkci n; € C5°(Q) (n = (m1,...,1,)) pro libovolné ale pevné

iamn; =0proj #i, kden = (m,...,n,). Pak zfejmé existuje derivace ve
smyslu distribuci funkce p,, a tedy

Voo = poof sv. v Q (4.144)

/poo dx = / po dz. (4.145)
Q Q

K dikazu jednoznacnosti muzeme pouzit myslenku z [6], t.j. predpokladdme
existenci dvou feseni tlohy (4.144) a (4.145) a odvodime

V(In(|p1 = p2l)) = Vg
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na oblastech, kde |p; — po| # 0. Odtud

[p1(x) = pa(a)| = e,

kde g € L>(2) a k je konecna konstanta, ktera zavisi na souvislych podoblastech,
kde |p; — pa| # 0. To ale vede ke sporu bud’ s nulou na hranici téchto oblasti
nebo s (4.145) diky spojitosti funkce p,, na €.
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5 Stabilizace reSeni Navierovych-Stokesovych
rovnic a rychlost konvergence k rovnovaznému
stavu

5.1 Uvod

V této kapitole budeme studovat trosku odlisny model reprezentujici proudéni
stlacitelnych tekutin a z tohoto divodu mu budeme vénovat samostatny pros-
tor. Budeme se opét zabyvat stabilizaci a rychlosti konvergence k rovnovaznému
stavu pro feseni nasledujicich rovnic popisujicich proudéni stlacitelné tekutiny
ve dvou dimenzich

p (t + ity + v2y) — 2pttns — ity + 03)y + p(0)a — (A(p)div )y = 0,
(5.1)

p (v + uvy + vvy) = 2pvyy — pluy +v2)e + p(p)y — (A(p)divu), =0,
pr +div (pu) =0 (5.2)
pro (z,y) € Q == {(z,y) e R} 0 <z <1, 0 <y <1}ate (0,7T).
Co se tyce oznaceni, pak zna¢ime u = (u,v) rychlostni vektor, z = (z,y) a
dz = dxdy. Tyto rovnice doplnime pocatecnimi a okrajovymi podminkami

ve tvaru
U(O, yat) = U(]_,'y, t) = U$(O’ y,t) = Uﬂ?(l?y?t) = O’

(5.3)
v(z,0,t) = v(x,1,t) = uy(x,0,t) = uy(x,1,t) =0
p(x,y,O) ZPO(x7y)7 (54)
11(1‘7 Y, O) = 110(37, y) (55)
pro (z,y) € Q.

5.2 Zakladni predpoklady

Celou tlohu (5.1)—(5.5) doplnime dalsimi pfedpoklady, pro néz lze ukazat
existenci klasického feseni tlohy (5.1)—(5.5). Tyto predpoklady maji podobu

L. Mp) = p” pro 3> 3, p(p) = p" proy > B, p=1;
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2. po € C1F(Q), up € C?*(Q), kde a € (0,1);

3. 0<mg < pox,y) < My < +oo pro (z,y) € ;

+ dvo dvg
U0l o” “ls™ Bz om0 Bz lemr 0

Oug Oug
E y:0: E y:1: a_y y:(): 8_3/ y:1: 0

[20(t0) 2z + (A(po)divug)e + p((uo)y + (vo)a)y — (P(p0))z)e=0,2=1 = 0,
[QU(UO)yy + (A(po)div uO)y + :U((UO)y + (v0)2)z — (p(PO))y]y=07 y=1=0.

Dikaz existence klasického feseni pro ulohu (5.1)—(5.5) za vyse uvedenych
podminek ukdzal V. A. Kazichov a V. A. Vajgant v [11]. Tento existencni
vysledek muzeme shrnout do véty

Véta 5.1 [11] Nechi jsou splnény predpoklady 1.-4.. Pak existuje jediné
klasické tesent ilohy (5.1)—~(5.5) na Qr takové, Ze

u e et )N p e ot 2(@Q) pro a € (0,1).
Ddle existuji konstanty my a My s vlastnosti, Ze
0<my < plz,y,t) < M < 400 pro (z,y,t) € Qr (5.6)

a toto resSent splnuje energetickou nerovnost

d

1 2
7 (—p\u\z + p_) dz + / <|Vu\2 + pP|div ul? )dz <0 (5.7)
t Ja \2 0

v—1
proy > 1 (viz. [11, str. 1114, 1116)).

Poznamka 5.2 Zfejme feSeni ulohy (5.1)-(5.5) vyhovuje také renormalizo-
vané rovnici kontinuity, t.j.

0(p)e + div (0(p)u) + (p0'(p) — 0(p))divu = 0,

kde 6 € C*(Ry) a 0, 6 jsou omezené funkce.
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Stabilizaci budeme rozumét, ze pro dané feseni lohy (5.1)—(5.5) spliujici en-
ergetickou nerovnost (5.7) existuje konstanta p,, > 0 reprezentujici rovnovazny
stav hustoty takova, ze

lim [[o(t) — prclly = 0 pro g € 1) (5.5)

Q

protoze |Q| = 1.

5.3 Chovani hustoty a rychlostniho vektoru pro cas
jdouci k nekone¢nu

Lemma 5.3 Necht dvojice (p,u) je resenim wlohy (5.1)~(5.5). Potom hus-
tota p € L*>(0,00; LY(2)) a rychlostni vektor spolu s hustotou spliiuje nerov-
nosti

/ IVu(s)|2 ds < oo
0

/ /pf3|div ul? dzds < .
0o Ja

Z vyse uvedenyjch nerovnosti pak vyplyjva

t+a
tlim |Vu(s)||? ds =0 (5.10)
— 00 t—a
a
t+a
tlim / / P|div u|? dzds = 0 pro libovolné a > 0. (5.11)
70 Jt—a Q

D u k a z: Tvrzeni vyse uvedeného lemmatu je dusledkem energetické nerov-
nosti (5.7). O

5.4 Globalné stejnomérné odhady

V této kapitole rychle projdeme ditkaz stabilizace hustoty, nebot je totozny
s dukazem v [24]. Hlavni myslenka dukazu je také zminéna v kapitole 5.2.4.
Definujme

Q0 = [ [ 0los) = () Op(s) ~0(p(s)) dzds, ¢ 21, (512
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kde p(z) := 27 pro z > 0 a p(z) :== —p(—=2) pro z < 0.

Pak dostavame z nasledujiciho lemmatu informaci ohledné chovani funkce
Q(t) pro cas t — oo.

Lemma 5.4 Necht p. je funkce definovand vztahem (4.103) pro “k = oo”.
Pak pro limitu funkce Q(t) definované prostrednictvim (5.12) plati, Ze

lim Q(t) = 0. (5.13)

D ukaz Nechta>1, ¢ € C5°(—a,a), ¢ >0, p(o) =1 pro o € (—1,0).
Polozme opét

Qq(t) = /t aso(s —1) /Q(p(p(S)) = P(Pc(5)))(Re(0(p(s))) — 0(pc(s))) dzds.

—a

Pak analogickym zpusobem jako v kapitole 5.2.4 odvodime s pomoci (5.1)

/V P DR RO(p(8)) ~ 007, (5)) dds

= /V(t) o(s —t)p(p(s))div ipe(s) dzds
= /V o (s —1) ((—pqu(s))t — pu-(u- V)(s) + 2uz (1 (s))s
+2vy(¢e2(5))y + 4D12uDq7)(s) + pPdivudiv we(s)) dzds

_ / i (5 — t)pwibe(s) dzds, (5.14)

kde Disu = $(uy + v,) a the = (¢, ¥?). Analogicky dostédvdme

/V o (s = )p(pe())(Re(0(p(5))) — 0(p(s))) dzds = 0, (5.15)

nebot f = 0.
Odectenim (5.15) od (5.14) dostaneme vyjadieni

/V(t) (s = 1)(p(p(s) = p(Pe()))(Re(0(p(s))) — 0(pc(s))) dzds
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/V p(s—1) QUI(@D (5))2 +20y(¢ (s ))y) dzds

(L

+

/v o(s —t) ﬁleLl(R 0(p(s)) — 0(p.(s))) dzds

a

—|—4/ (p(S — t)DullDlzwe(S) dzds
Va(t)

—/ o(s—t)pu-(u- V) (s) dzds — / ¢'(s — t)purh(s) dzds
a(t) a(t)

—/ o(s —t)pu(e(s))s dzds = Z I (5.16)
a(t)
Ozna¢me
t+a t+a
o4(t) ::/ Vu(s)||3 ds +/ /p’@|div ul? dzds. (5.17)
t—a t—a Q
Jediny rozdil pak oproti ¢ldanku [24] spociva v odhadu integralu

O < ol [ oldival deds < cou (o) =
Va (t)
Tvrzeni 5.5 [24] Za vyse uvedenych predpokladi plati odhad
I
1 |ds

Pouziti stejného postupu jako v diukazu analogické véty v [24] vede k nésledujicimu
vysledku

10(0(s)) — 6@(DIB| ds < /IOOHVu(t)H% di <o,  (518)

Véta 5.6 Necht jsou splnény predpoklady 1.—4.. Pak plati

=0 pro q € [1,7). (5.19)

q

lim Hp(t)— /Q Do di

t—o00
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5.5 Rychlost stabilizace pro ¢as jdouci k nekonec¢nu

V této kapitole se budeme vénovat problému rychlosti konvergence limity
(5.19) pro cas jdouci k nekoneénu. Hlavni myslenka dukazu je prevzata z
[31] a je zde modifikovéna pro dvou dimenzionélni piipad. Je zde tieba
podotknout, ze zde na rozdil od [31] neni splnéna podminka (5.6) nezévisle
na case t. Tedy je nutno ptipustit situaci, kdy p(x,t) — 0 pro néjaké pevné
r at — oo. Hlavni vysledek této kapitoly lze shrnout do véty

Véta 5.7 Necht jsou splnény predpoklady 1.-4. z podkapitoly 6.2. Necht
navic v € N a v > 8+ 1. Pak plati nasledujici odhad

lp(t) = Pz + /Qp(t)hl(f)l2 dz + [[u(t)[I3,0,0)

< expe " <I|po ~ el + [ ool dz) (5.20)
Q

pro konstanty cog = co0(0) a K nezdvislé na case t, které budou odvozeny
béhem dukazu a pro Qs(t) = {x € Q; p(x,t) >0 > 0}.

D u k az: Jelikoz % Jop(x,t) dz = 0 a py je konstanta, muzeme piepsat
energetickou nerovnost na tvar

d

1
— <—p[u]2 + II(p, poo)) dz —i—/ |Vul? + pP|divu* dz <0, (5.21)

kde funkce I1(p, poo) := % — pplt + pl je takova funkce, pro kterou

plati II(s, ps) > 0 (viz III. nize) pro libovolné s € [0, 00). Vezméme funkei
¥, kde o = (1, 1?), kterd je fesenim tilohy

divep(t) = p(t) — peos ¥(t)]aa =0, (5.22)
a spliuje odhad
10012 < cllp(t) = pooll2 (5.23)

pro t > 0.
Po otestovani rovnice (5.1) funkei ¢ dostavame identitu

d

pr qu-wdz—/Q(pu~1/1t+p(u-V)w-u —2um¢;—2vy¢§
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—p%(p = pro)divu+ (57 = pL)(p = pac) — ADrpuDptt) dz = 0. (5.24)

Ptrenasobenim posledni rovnice konstantou —e a sectenim s energetickou
nerovnosti (5.21) dostavame

%Ve(t) +W.(t) <0prot >0, (5.25)

kde funkciondly V. a W, jsou definovany takto

1
V= / (§p|u|2+n<p,poo>—epu-w) ”
Q

W, = / <|Vu|2 + pP|div ul?
Q
Fepu -y — ep(u- V) - u — 2e(ug1hy, +v,07)

—ep”(p — poo)divu + €(p” — pL)(p — poc) — 46D12uD121/1> dz.

V dalsi c¢asti se budeme snazit ukazat, ze existuje konstanta K = K(e)
takova, ze
Weo(t) 2 K(€0)Veo(t) 2 0

pro vSechna t € (0,00) a pro néjaké ¢y > 0. Nyni budeme odhadovat jeden
po druhém integraly z funkcionalu V. a W..
1.

/Qp(lf)lu(lt)l2 dz < |lp@) [l [a(®)]13,/¢,-1) < eall Va@)ll3

< \/ / p(t) u(t)P dz\/ / PO d

< 6\//Q pOla®)? dz/To®) Il ®)]la < ca(e 2 V()3

+€%p(t) — pocll3) -
ITI. Vezmeéme funkei I1(s, ps ) @ zkoumejme ji podrobnéji. Je jasné, ze funkce
I1(s, pso) Nabyva stejné hodnoty jako funkce (s — pso)? Pro s = ps. Nejdifve
dokazeme, ze

1I.

e [ ottyate) v dz
Q

T1(s, pos) > c3(5 — pos)? pro s € [0, 00).
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Abychom dostali vyse uvedeny odhad staci ovérit, ze

d i e
oI5, poc) = =T 77— L > 2e(s — i)
s ¥ —
PIo S 2 pPso &
d y—1 _ vy—1
d_H(37pOO) =2 /1)00 + 877 = plot <2C0(s — poo)
S ¥ -

pro s € [0, pso). To ale lze snadno odvodit ze vztahu
(a"=b)=(a—b)(a " +ad2b+...+ab >+ V), r €N,

kde b := poo > 0 ar =~ — 1. Stejnym zpusobem ovéiime

II(s, poc) < ca(s = poc)”

pro s € [0, K], peo < K < 400, kde ¢4 = ¢4(K). Odtud

esllo(t) — pooll? < / [(p(t), poc) 2 < callp(t) = poclEoree

T / H(p, puo) d (5.26)
Q\QE(t)

pro QX (t) = {z € Q; p(z,t) < K}.
Nyni se vénujme funkciondlu W,(t).

IV.
€

5 [0 O =060 - p) d:

/Q(p(t) —p) (PN L) dz > C5§||p(t) — ool (5:27)

wl m

Protoze
(5" — L) = 575 — poo)
pro s > K, v > [+ 1 a konstantu ¢g = ¢(K) pak dostdvame

Cg€ €
— (07 = pL)(p — poc) dz > —/ PP(p—po) dz. (5.28)
3 Javox @ 3 Jaex
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Z nasledujictho odhadu

cr(s” = pl)(s = poo) = —pk s+ ok

pro s > K a konstantu c; zavisejici na K vyplyva nerovnost

(644 €
o P p) diz g [ Mo (529)
Q\QE (1) Q\QE (1)

V.
< Ael[Vu(t) o[V (2)]2

46/ Dull(t)Dlgw dz
Q

< es[|[Vu(t)[lz + coe®[lp(t) — pollz,

kde cg = co(cs) je takova konstanta, ze cg(cg) — oo pro cg — 0.
VI.

< crol|[Vu(t) |3 + €cnllp(t) — pooll3:

26/ Ugthy + vy dz
0

kde vztah mezi konstantami cjy a c¢1; je stejny jako mezi cg a cq.

VII.

< ellp@lyla) |2y /(-2 1)1l

E/Qp(t)u(t) Ay dz

< ellp@ 5@ llzy/6-2) (O u@)]:
< ellp® 32, /¢-2) < ecrl Va3

Vyse uvedeny odhad plyne ze skutecénosti, ze div iy = —div (pu), a z definice
funkce 1) jakozto feseni tlohy (5.22)—(5.23).
VIII.

<

‘ / PO divu(t)(p(t) — poo) d

[ P OGO~ )

+

: / P (H)divu() (p(t) — poo) d
Q\QE (1)
< o / P Oldivu(t)]? dz + Eenllp(t) — pooll2
QK (1)
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v [ ptoldiva@R iz [ e pay iz
Q\QE (1) Q\QE (1)

< ors / Pldivul? dz + en|p(t) — pol
Q

sl [ g ) ) d
Q\QE (1)

kde jestlize c¢15 je dostatecné mald konstanta, pak cig(ci5) a cia(ciz) jsou
velké. V posledni nerovnosti jsme vyuzili odhad (5.28).
IX.

G/Qp(tNU(t)!Q\VwI dz < e[ V(@) 2l u(t)[13,/¢ ) @)y < crrel| Va(t)]3.

X.

‘ / p(t)u(t) - d

1
< g [ pOMOF d=+ o) = pul

kde konstanta cig je dostatecné mala a tedy z Youngovy nerovnosti musi byt
konstanta ci9 velkd. Podivdme-li se na odhady V. — IX., pak zfejmé bud
diky konstantam z Youngovy nerovnosti nebo vlivem € lze vSechny normy
gradientu rychlosti odhadnout pomoci fQ |Vu|? dz a po prendsobeni vhodnou
konstantou K(ey) lze totéz udélat s I. a II. U hustoty se vyuzije toho,
7e odhady zahrnuji ¢ a tedy mohu k odhadu pouzit (5.27) a v pifpadé
(5.26) pouzijeme (5.29). Jak muzeme vidét z odhadu I.-X. existuji konstanty
Cs, C10, C15, €0 & K (€y) dostatetné malé a takové, ze K (&) Ve, (t) < W, (t) pro
vSechna t > 0. Pak plati nerovnost

d
EVeo(t) + K(€0)Ve,(t) <0 prot >0
a z odhadu X. plyne nerovnost (5.20). O
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6 Summary

The aim of this thesis is studied a qualitative properties of a solution to
Navier-Stokes equations describing the behaviour of viscous compressible flu-
ids and related problems. In Section 2, we introduce the basic notation used
throughout this thesis. It means that we establish the notation for Young
functions and appropriate Orlicz spaces. In addition, we investigate the prop-
erties of the Young functions and we study the behaviour of the functions
from the Orlicz spaces. This knowledge is used in the next sections. Section
3 deals with the behaviour of the singular integrals of the Calderén-Zygmund
type on Orlicz spaces. We use the method from [13], where the Riesz trans-
formation was investigated on Orlicz spaces. These results are applied in
Section 4, where we prove the existence of a solution to the problem

divv=f, v|pgo =a

for a bounded or unbounded domain. This problem was studied in [9] on
Lebesgue spaces, where the solution was defined by a weakly singular integral.
In addition, we study the above mentioned problem on the condition that
the function f is bounded. Section 5 is devoted to the proof of the existence
of a weak solution to the problem

pr + div (pu) = 0,

(pu); + div (pu @ u) + Vp — div P(u) = pf,
u(x,t) =0, z€9Q, te (0,7), T >0,
p(x,0) = po(x) = 0, = € L,
(pu)(z,0) = qo, = € Q2

and we study the behaviour of the solution for time going to infinity. The
existence of the solution is proved by the method from [7], which provides
better results than were published in [21] and [22]. In particular, we prove
the existence of the weak solution on the initial condition py € Lg,(€2), 8 > 2
(8 > 7/2in [21], [22]). Further, we modify the method from [24] to obtain a
suitable function, which approximates the density for time going to infinity.
Using the properties of this function, we show that the density converges
strongly to the equilibrium density satisfying the rest state equations

Vpso = poof  sv. v Q,
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/poodx:/podx, Poo = 0.
Q Q

Using the same method, we study the behaviour of the solution to the equa-
tions

p (ur + Uty + vUy) = 2itlpe — p(tty + V2)y + p(p)e — (Mp)divu), = 0,

p (Ve + wvy + vvy) = 20y, — Uy + Vz)e +p(p)y — (A(p)divu), =0,
pe + div (pu) =0,
uw(0,y,t) = u(l,y,t) = v.(0,y,t) = v.(1,y,t) =0,
v(z,0,t) = v(x,1,t) = uy(x,0,t) = uy(z,1,t) =0,
p(,y,0) = po(x,y),
u(z,y,0) = ug(z,y),

where (z,y) € Q:={(z,y) eR* 0<z <1, 0<y<1l}andt € (0,00). In
addition, we decide upon the exponential decay rate of the solution of these
equations after the modification of the method from [31] for two-dimensional
case.

114



