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2 Singulárńı integrály v Orliczových prostorech 24
2.1 Calderónovy-Zygmundovy podmı́nky . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.1.6 Poznámky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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1 Základńı definice a vlastnosti Orliczových

prostor̊u a Youngových funkćı

Tato kapitola je úvodem do teorie Orliczových prostor̊u a jsou zde zkoumány
ty vlastnosti konkrétńıch Youngových funkćı, které jsou součást́ı technického
aparátu použitého v následuj́ıćıch kapitolách.

1.1 Youngovy funkce a jejich vlastnosti

Nejdř́ıve zaveďme základńı označeńı, t.j. symbolem | · | rozumı́me při aplikaci

na množinu Lebesgueovu mı́ru a pro z ∈ RN označme |z| :=
√∑N

i=1 z
2
i .

Nechť dále D znač́ı symetrickou část gradientu, t.j. Dijv := 1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

Definice 1.1 Řekneme, že funkce Φ je Youngova funkce, jestlǐze existuje
funkce φ taková, že

1. φ(z) je neklesaj́ıćı funkce pro z > 0,

2. φ (0) = 0,

3. φ (z) > 0 pro z > 0,

4. φ (∞) =∞,

5. φ je zprava spojitá

a

Φ (z) :=

∫ z

0

φ (y) dy.

Poznámka 1.2 [15] Z definice Youngovy funkce plyne, že tato funkce je
spojitá, rostoućı, konvexńı na intervalu [0,∞) a splňuje následuj́ıćı podmı́nky

Φ (0) = 0, lim
z→+∞

Φ (z) = +∞,

lim
z→0+

Φ (z)

z
= 0, lim

z→+∞

Φ (z)

z
= +∞,

Φ (αz) ≤ αΦ (z) pro 0 ≤ α < 1, z ≥ 0,

βΦ (z) ≤ Φ (βz) pro β ≥ 1, z ≥ 0.
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Poznámka 1.3 Kv̊uli jednoduchosti značeńı budeme dále předpokládat, že
Youngova funkce je nav́ıc sudá.

Definice 1.4 Řekneme, že Youngova funkce Ψ je komplementárńı funkce k
Youngově funkci Φ, jestlǐze

Ψ(x) :=

∫ x

0

ψ (y) dy, kde ψ (y) = sup
φ(z)≤y

z pro z ≥ 0.

V př́ıpadě, že k funkci φ existuje inverzńı funkce, pak ψ = φ−1.

Nyńı si uveďme d̊uležitou vlastnost určité tř́ıdy Youngových funkćı.

Definice 1.5 Youngova funkce Φ splňuje 42-podmı́nku právě tehdy, když
plat́ı

Φ (2z) ≤ kΦ (z) pro z ≥ z0 ≥ 0, (1.1)

kde konstanta k nezáviśı na z. V př́ıpadě, že z0 = 0, mluv́ıme o takzvané
globálńı 42-podmı́nce.

V teorii Orliczových prostor̊u je poměrně častý př́ıpad, že neńı znám přesný
tvar Youngovy funkce Φ. V tomto př́ıpadě můžeme rozhodnout o tom, zda
Youngova funkce Φ splňuje42-podmı́nku či nikoli, pomoćı pr̊uběhu jej́ı kom-
plementárńı funkce.

Tvrzeńı 1.6 [15, str. 139] Youngova funkce Φ splňuje 42-podmı́nku právě
tehdy, když existuj́ı konstanty k0 > 0 a z0 ≥ 0 takové, že

Ψ (z) ≤ 1

2k0

Ψ (k0z) pro z ≥ z0, (1.2)

kde Ψ je komplementárńı Youngova funkce k funkci Φ.

Tvrzeńı 1.7 [13, str. 17] Nechť Φ je Youngova funkce a nechť splňuje
globálńı ∆2-podmı́nku. Pak existuj́ı indexy p > 1 a b > 1 takové, že plat́ı
následuj́ıćı nerovnost

Φ (z2)

zp2
≤ bΦ (z1)

zp1
pro 0 < z1 ≤ z2. (1.3)

Definice 1.8 Funkce Φ se nazývá kvazikonvexńı, jestlǐze existuje konvexńı
funkce ω a konstanta c > 0 taková, že

ω (z) ≤ Φ (z) ≤ cω (cz) pro z ∈ [0,∞).
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Definice 1.9 Nechť Φ1 a Φ2 jsou Youngovy funkce. Jestlǐze existuj́ı kon-
stanty c > 0 a z0 ≥ 0 takové, že plat́ı

Φ1 (z) ≤ Φ2 (cz) pro z ≥ z0,

pak tuto vlastnost znač́ıme
Φ1 ≺ Φ2.

Jestlǐze jsou Youngovy funkce Φ1 a Φ2 takové, že

Φ1 ≺ Φ2 a zároveň Φ2 ≺ Φ1,

pak řekneme, že funkce Φ1 a Φ2 jsou ekvivalentńı.

Definice 1.10 Nechť Φ1, Φ2 jsou Youngovy funkce. Jestlǐze

lim
z→∞

Φ1 (z)

Φ2 (λz)
= 0

pro každé λ > 0, pak tento vztah mezi funkcemi Φ1 a Φ2 znač́ıme

Φ1 ≺≺ Φ2.

1.2 Prostory funkćı

V této kapitole zadefinujeme základńı prostory.
Řekneme, že oblast Ω je tř́ıdy Cα,β pro α, β ≥ 0, jestliže lze jej́ı hranici

popsat funkcemi s výše uvedenou hladkost́ı. Podrobná definice viz. [15].
Definice Youngovy funkce Φ nám umožňuje vygenerovat odpov́ıdaj́ıćı

množiny a prostory funkćı.

Definice 1.11 Nechť Ω je oblast v RN (omezená i neomezená) a Φ je Youn-

gova funkce. Symbolem L̃Φ (Ω) označ́ıme množinu takových funkćı v, které
splňuj́ı nerovnost ∫

Ω

Φ(v) dx <∞.

Symbolem LΦ (Ω) označ́ıme Orlicz̊uv prostor funkćı v takových, že

‖v‖Φ := sup

∫
Ω

vw dx < +∞,
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kde supremum je bráno přes všechny funkce w ∈ L̃Ψ (Ω), které vyhovuj́ı
nerovnosti

∫
Ω

Ψ (w) dx ≤ 1. Prostor EΦ (Ω) je definován jakožto uzávěr
prostoru B (Ω), což je prostor všech omezených funkćı na oblasti Ω, v normě
‖ · ‖Φ. V př́ıpadě, že bude nutno určit oblast, pro kterou je výše uvedená
norma definovaná, pak použijeme označeńı ‖ · ‖Φ,Ω.

Definice 1.12 Nechť Φ je Youngova funkce a nechť u je měřitelná funkce
na Ω. Norma definovaná předpisem

|||u|||Φ := inf

{
λ > 0;

∫
Ω

Φ

(
u (x)

λ

)
dx ≤ 1

}
se nazývá Luxemburgova norma funkce u.

Poznámka 1.13 [15, str. 154] Klasická a Luxemburgova norma jsou ekvi-
valentńı normy v př́ıslušném Orliczově prostoru.

Poznámka 1.14 Nelze obecně tvrdit, že prostory LΦ (Ω), EΦ (Ω) a množina

L̃Φ (Ω) splývaj́ı (na rozd́ıl od Lebesgueových prostor̊u). V tomto př́ıpadě
hraje d̊uležitou roli tak zvaná 42-podmı́nka (viz. Definice 1.5).

Tvrzeńı 1.15 [15, str. 164] Jestlǐze funkce Φ splňuje 42-podmı́nku, pak

LΦ (Ω) = EΦ (Ω) = L̃Φ (Ω) .

Definice 1.16 Symbolem Lp (Ω) pro p ∈ [1,∞) znač́ıme Lebesgue̊uv prostor,
což je prostor všech funkćı v takových, že

‖v‖p :=

(∫
Ω

|v|p dx
)1/p

<∞.

L∞ (Ω) je prostor skoro všude omezených funkćı, kde norma je definována
předpisem

‖v‖∞ := ess sup
Ω
|v|.

Symbolem Lp(Ω, dist(x, ∂Ω),−p) označ́ıme prostor všech fuknćı v takových,
že

‖v‖p,dist(x,∂Ω),−p :=

(∫
Ω

|v(x)|pdist(x, ∂Ω)−p dx

)1/p

<∞,

kde dist(x, ∂Ω) znač́ı vzdálenost bodu x od hranice oblasti Ω.
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Poznámka 1.17 Lebesgueovy prostory jsou speciálńım př́ıpadem Orliczových
prostor̊u pro Φ (t) = tp/p a p ∈ (1,∞).

Definice 1.18 Sobolev̊uv-Orlicz̊uv prostor W 1LΦ (Ω) definujeme jako pros-
tor všech funkćı v s vlastnost́ı, že

‖v‖1,Φ :=

√ ∑
α,|α|≤1

‖Dαv‖2
Φ < +∞,

kde symbol Dα znač́ı derivace ve smyslu distribućı. Prostor W 1EΦ (Ω) je
uzávěr prostoru C∞(Ω) v normě ‖·‖1,Φ a prostor W 1

0LΦ (Ω) je uzávěrem pros-
toru C∞0 (Ω) ve stejné normě. Sobolevovy prostory definujeme jako uzávěry
v normě ‖ · ‖1,p odpov́ıdaj́ıćıho prostoru hladkých funkćı takto

W 1,p (Ω) := C∞(Ω)
‖·‖1,p

a
W 1,p

0 (Ω) := C∞0 (Ω)
‖·‖1,p

,

kde ‖v‖1,p :=
(∑

α,|α|≤1 ‖Dαv‖pp
)1/p

pro p ∈ [1,∞). Pro duálńı prostory

zavedeme označeńı

W−1,p (Ω) = [W 1,p′

0 (Ω)]′ a W−1LΦ (Ω) = [W 1
0LΨ (Ω)]′

pro p ∈ (1,∞), kde p′ je Hölderovsky sdružený index, t.j. 1
p

+ 1
p′

= 1, a Φ je
komplementárńı funkce k Youngově funkci Ψ.

Označme symbolem D(Ω) prostor funkćı z C∞0 (Ω) takových, že řekneme, že
φn → 0 pro n → ∞ v D(Ω), jestliže exituje kompaktńı množina K ⊂ Ω
taková, že supp φn ⊂ K pro každé n ∈ N a Dαφn → 0 stejnoměrně na Ω pro
libovolný multiindex α. Symbolem D′(Ω) označme prostor distribućı nad
D(Ω).

Analogicky můžeme definovat Orliczovy prostory pro vektorové funkce
pomoćı tzv. G-funkce G, kde

‖u‖G := inf

{
λ > 0;

∫
Ω

G

(
u (x)

λ

)
dx ≤ 1

}
.

G-funkci G můžeme definovat r̊uznými zp̊usoby. Pro nás budou směrodatné
následuj́ıćı dvě definice:
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1. G1 (z) := Φ(|z|),

2. G2 (z) :=
∑m

i=1 Φ(zi),

kde Φ je Youngova funkce.

Definice 1.19 Označme D1
0LΦ (Ω) uzávěr prostoru C∞0 (Ω) v seminormě

| · |1,Φ, kde tato seminorma je definována předpisem

|u|1,Φ :=

√∑
|α|=1

|||Dαu|||2Φ.

H0,Φ
Φ (∂Ω) je uzávěrem množiny omezených funkćı B(∂Ω) v normě

‖u‖H0,Φ
Φ

:= ‖u‖Φ + [u]Φ ,

kde

[u]Φ := inf

{
z > 0;

∫
∂Ω

∫
∂Ω

Φ

(
1

z

|u (x)− u (y) |
|x− y|

)
1

|x− y|N−1
dxdy ≤ 1

}
.

Symbolem H0,Φ (Ω) rozumı́me uzávěr prostoru [C∞0 (Ω)]N v normě ‖ · ‖HΦ
,

kde
‖u‖HΦ

:= ‖u‖G2 + ‖div u‖Φ.

Zde jenom poznamenejme, že v př́ıpadě, že Youngova funkce Φ splňuje ∆2-
podmı́nku, budeme značit normu vektorové funkce ‖u‖Φ, neboť G-funkce Gi

jsou ekvivalentńı, a v př́ıpadě, že nesplňuje ∆2-podmı́nku, pak použ́ıváme
definici funkce G1.

Pod́ıvejme se nyńı na základńı nerovnosti.

Tvrzeńı 1.20 [15] (Youngova nerovnost) Nechť funkce u ∈ L̃Φ (Ω) a v ∈
L̃Ψ (Ω). Pak ∫

Ω

uv dx ≤
∫

Ω

Φ(u) dx+

∫
Ω

Ψ(v) dx.

Tvrzeńı 1.21 [15] (Hölderova nerovnost) Nechť funkce u ∈ LΦ (Ω) a v ∈
LΨ (Ω). Pak ∫

Ω

uv dx ≤ ‖u‖Φ‖v‖Ψ.
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Tvrzeńı 1.22 [15] (Jensenova nerovnost) Nechť Φ je konvexńı funkce na
reálné ose a nechť α(x) je definovaná a skoro všude kladná na Ω. Pak

Φ

(∫
Ω
u(x)α(x) dx∫
Ω
α(x) dx

)
≤
∫

Ω
Φ(u(x))α(x) dx∫

Ω
α(x) dx

.

Lemma 1.23 Nechť Ω je omezená oblast, Φ je Youngova funkce a nechť
u ∈ C∞0 (Ω). Pak tato funkce splňuje nerovnosti

1.
∫

Ω
Φ(u) dx ≤ c

∫
Ω
G1(c∇u) dx

2.
∫

Ω
Φ(u) dx ≤ c

∫
Ω
G2(c∇u) dx

pro G-funkce Gi, které jsou zavedeny výše. Odtud pak plyne

‖u‖Φ ≤ c‖∇u‖Gi .

D ů k a z: Jelikož Ω ⊂ Ld/2 := {x; 0 ≤ |x| ≤ d/2}, pak

|u (x) | ≤ 1

2

∫ d/2

−d/2
|∇u| dxn

pro u ∈ C∞0 (Ω). Složeńım s funkćı Φ, použit́ım Jensenovy nerovnosti a
integraćı přes Ω dostaneme nerovnost 1. Při d̊ukazu druhé nerovnosti je
třeba si uvědomit, že plat́ı následuj́ıćı odhad:

|u (x) | ≤ 1

2

∫ d/2

−d/2

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ dxi pro každé i = 1, . . . , N. 2

Definice 1.24 Řekneme, že posloupnost {vn}∞n=1 konverguje EΨ-slabě k fun-

kci v v prostoru LΦ (Ω), znač́ıme vn
Ψ
⇀ v, pro n→∞, jestlǐze∫

Ω

vnw dx→
∫

Ω

vw dx

pro každou funkci w z prostoru EΨ (Ω).

Poznámka 1.25 [12, str. 153] Každý Orlicz̊uv prostor LΦ (Ω) je EΨ-slabě
kompaktńı.
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Tvrzeńı 1.26 [15, str. 185] Nechť Φ1 a Φ2 jsou dvě Youngovy funkce. Pak

LΦ1 (Ω) ↪→ LΦ2 (Ω)

právě tehdy, když Φ2 ≺ Φ1.

Tvrzeńı 1.27 [15, str. 189] Jestlǐze Φ2 ≺≺ Φ1, pak

LΦ1 (Ω) ↪→ EΦ2 (Ω) .

Definice 1.28 Označme Lp(0, T ;B) pro p ∈ [1,∞] a T ∈ (0,∞] prostor
všech zobrazeńı v : (0, T ) → B, kde B je Banach̊uv prostor, která jsou
silně měřitelná a pro která je Lebesgue̊uv integrál, který zároveň reprezen-
tuje normu, ve tvaru

‖v‖Lp(0,T ;B) :=

(∫ T

0

‖v(t)‖pB dt

)1/p

,

konečný. Analogickým zp̊usobem lze definovat prostor LΦ(0, T ;B).
Dále definujme prostor H1(RN) jako prostor všech distribućı f ∈ H1(RN)

takových, že maximálńı funkce

(Mφf)(x) := sup
l>0
|(f ∗ φl)(x)|

nálež́ı do L1(RN) pro φl(x) := l−Nφ(x/l), kde φ ∈ S s vlastnost́ı
∫

RN φ dx =
1. Prostor S je prostor nekonečně diferencovatelných funkćı, které spolu se
svými derivacemi rychle klesaj́ı k nule pro x jdoućı k nekonečnu. Norma nad
t́ım to prostorem je definována takto ‖f‖H1 :=

∫
RN |(Mφf)(x)| dx.

BMO(RN) je prostor lokálně integrovatelných funkćı takových, že existuje
konstanta A <∞ s vlastnost́ı, že

1

|B|

∫
B

|f(x)− fB| dx ≤ A

pro všechny koule B, kde fB := |B|−1
∫
B
f dx. Nejmenš́ı konstanta A, pro

kterou je splněna výše uvedená nerovnost, je pak normou funkce f v prostoru
BMO(RN).

Definice 1.29 Řekneme, že posloupnost funkćı {vn}∞n=1 z LΦ1(0, T ;LΦ2(Ω))
konverguje ∗-slabě k funkci v, jestlǐze∫ T

0

φ(t)

∫
Ω

vn(x, t)ψ(x) dxdt→
∫ T

0

φ(t)

∫
Ω

v(x, t)ψ(x) dxdt

pro každé ψ ∈ EΨ2(Ω) a φ ∈ EΨ1(0, T ).
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1.3 Vlastnosti Youngových funkćı s exponenciálńım r̊ustem
a jejich komplementárńıch funkćı

Nyńı se budeme bĺıže zabývat vlastnostmi těch Youngových funkćı, se kterými
budeme pracovat v kapitole týkaj́ıćı se Navierových-Stokesových rovnic.

Definice 1.30 Definujme Youngovy funkce Φγ(z) := (1 + z)lnγ (1 + z) pro
γ > 1 a Φ1(z) := zln (1 + z). Funkce Ψγ a Ψ1 pak budou jejich komple-
mentárńı funkce. Dále definujme Youngovu funkci M(z) := ez − z − 1 a
označme M funkci k ńı komplementárńı. Dále označme Φ1/α(z) Youngovy

funkce s r̊ustem zln1/α(z) pro z ≥ z0 > 0, α ∈ (1,∞), a Ψ1/α(z) budou k nim
funkce komplementárńı.

Definice 1.31 Definujme prostor X takto

X := {v : Ω→ RN ; v|∂Ω = 0, Dv ∈ LM(Ω)N×N}, ‖v‖X := ‖Dv‖M,Ω

a prostor Y

Y := {u : QT → RN ; u(t)|∂Ω = 0, Du ∈ LM(QT )N×N}, ‖u‖Y := ‖Du‖M,QT ,

kde QT := Ω× (0, T ).

Jelikož nejsme schopni určit přesný tvar komplementárńıch funkćı Ψγ pro
γ > 0 vyšetř́ıme alespoň rychlost jejich r̊ustu pro z →∞.

Lemma 1.32 Nechť Φγ jsou Youngovy funkce zavedené v Definici 1.30 pro
γ > 0. Pak jejich komplementárńı funkce vyhovuj́ı následuj́ıćım r̊ustovým
odhad̊um

c2e
( |z|c )

1/γ

≤ Ψγ (z) ≤ c1e
2|z|1/γ (1.4)

pro z ≥ z2(γ) > 0, c(γ) > 0 a pro ci(γ) > 0.

D ů k a z: Bez újmy na obecnosti provedeme d̊ukaz pro z ≥ 0 a γ ≥ 1. Z
Definice 1.1 dostáváme

φγ (z) = Φ′γ (z) = lnγ (1 + z) + γlnγ−1 (1 + z) ≥ lnγ (1 + z) (1.5)

pro z0(γ) ≥ 0, γ > 1 (př́ıpad γ = 1 lze ověřit analogickým zp̊usobem) a tedy

ψγ (z) ≤ ez
1/γ − 1 ≤ ez

1/γ
z1/γ

γ
+ ez

1/γ − 1 pro z ≥ 0.

13



Odtud po integraci plyne

Ψγ (z) ≤ zez
1/γ − z ≤ c1e

2z1/γ

pro z0(γ) ≥ 0 .

Stejným postupem odvod́ıme odhad

φγ (z) ≤ c lnγ (1 + z) pro z ≥ z1 (γ)

a tedy

Ψγ (z) ≥ c2e
( zc )

1/γ

pro z ≥ z1(γ). 2

Lemma 1.33 Youngovy funkce Φγ pro γ ≥ 1 splňuj́ı globálńı 42-podmı́nku.

D ů k a z: Z vlastnost́ı logaritmu plyne

Φγ (2z) = (1 + 2z) lnγ (1 + 2z) ≤ 2 (1 + z) lnγ
(
(1 + z)2)

≤ 2γ+1 (1 + z) lnγ (1 + z).

Analogicky dostaneme
Φ1 (2z) ≤ 4Φ1(z)

pro z ≥ 0. 2

Lemma 1.34 Mezi Youngovými funkcemi Φγ1 a Φγ2 plat́ı vztah Φγ1 ≺≺ Φγ2

pro 0 < γ1 < γ2 a tedy pro jejich komplementárńı funkce dostáváme Ψγ1 ��
Ψγ2.

D ů k a z: Zřejmě plat́ı, že

lim
z→∞

Φγ1 (z)

Φγ2 (λz)
= lim

z→∞

(1 + z) lnγ1 (1 + z)

(1 + λz) lnγ2 (1 + λz)

≤ 1

λ
lim
z→∞

lnγ1 (1 + z)

(ln (λ) + ln (1 + z))γ2
= 0

pro λ ∈ (0, 1]. 2

Lemma 1.35 Nechť Ω je omezená oblast. Pak

LΨ1 (Ω) ↪→ EΨγ (Ω) (1.6)

pro γ > 1.
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D ů k a z: Důkaz je zřejmý d̊usledek Tvrzeńı 1.27 a Lemma 1.34. 2

Tvrzeńı 1.36 [21] Nechť u ∈ EΦ (Ω). Pak

‖u ∗ ϑh‖Φ ≤ ‖u‖Φ,

kde ϑh je jádro regularizátoru, t.j. ϑ ∈ C∞0 (B1(0)), ϑ ≥ 0,
∫

RN ϑ dx = 1 a
ϑh(x) := 1

hN
ϑ
(
x
h

)
pro h ∈ (0, 1).

Lemma 1.37 Následuj́ıćı nerovnost

2m‖v‖Ψ2 ≤ c

(
max

{
6 · 23m,

11

4

√
27m,

24m

4

}
e

2m+1
2

∫
Ω

M(v) dx+ 1

)
plat́ı pro všechna m ∈ N0 := {0, 1, 2, . . .} a v taková, že

∫
Ω
M(v) dx <∞.

D ů k a z: Dokažme existenci konstanty K (c) > 0 takové, že

Ψ(z) := c3z3e
√
cz ≤ K (c) (ez − z − 1) pro c ≥ 1 a z ≥ 0 ,

kde z3e
√
z je funkce z tř́ıdy ekvivalentńıch Youngových funkćı s r̊ustem e

√
z.

Po zderivováńı funkćı na obou stranách stač́ı ověřit následuj́ıćı nerovnost

3c3z2e
√
cz + c3

√
c

2
z

5
2 e
√
cz ≤ K (c) (ez − 1) pro z ≥ 0

a po daľśım derivováńı dostaneme

6c3ze
√
cz +

11

4
c3
√
cz

3
2 e
√
cz +

c4

4
z2e
√
cz ≤ K (c) ez pro z ≥ 0.

Jestliže ověř́ıme posledńı nerovnost, pak budou platit i ty předchoźı d́ıky
tomu, že kromě posledńıho př́ıpadu jsou si výrazy na levé a pravé straně
rovny pro z = 0. Nyńı ukážeme, že nerovnost

z2 ≤ Ce
√
z

plat́ı pro z ≥ 0. Tento odhad je zřejmý pro př́ıpad C ≥ 1 a z ∈ [0, 1]. Dále
budeme derivovat výrazy na obou stranách nerovnice a źıskáme následuj́ıćı
odhady, jejichž ověřeńı povede k d̊ukazu naš́ı nerovnosti. Tedy

4z
3
2 ≤ Ce

√
z pro z ≥ 1,
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12z ≤ Ce
√
z pro z ≥ 1,

24z
1
2 ≤ Ce

√
z pro z ≥ 1

a
24 ≤ Ce

√
z pro z ≥ 1,

což je splněno pro C := 24. Odtud vyplývá s použit́ım Youngovy nerovnosti
ab ≤ a2/2 + b2/2, že

6c3ze
√
cz +

11

4
c3
√
cz

3
2 e
√
cz +

c4

4
z2e
√
cz

≤ 24

(
6c3e

√
cz+
√
z +

11

4
c3
√
ce
√
cz+
√
z +

c4

4
e
√
cz+
√
z

)
≤ 24

(
6c3e

c
2

+ z
2

+ z+1
2 +

11

4
c3
√
ce

c
2

+ z
2

+ z+1
2 +

c4

4
e
c
2

+ z
2

+ z+1
2

)
≤ K (c) ez,

pro K (c) := 24 max
{

6c3, 11
4
c3
√
c, c

4

4

}
e
c+1

2 . Z nerovnosti

2m‖v‖Ψ ≤
∫

Ω

Ψ(2mv) dx+ 1 ≤ K(2m)

∫
Ω

M(v) dx+ 1

pro Ψ(z) = z3e
√
z a z ekvivalence norem generovaných ekvivalentńımi Youn-

govými funkcemi vyplývá tvrzeńı našeho lemma. 2

Toto lemma nám mimo jiné ř́ıká, že jestliže
∫

Ω
M(vm) dx konverguje k

nule pro m→∞, pak i norma ‖vm‖Ψ2 muśı konvergovat k nule.

Tvrzeńı 1.38 [20] (Kornova nerovnost) Nechť v ∈ W 1,p
0 (Ω) pro každé p > 1.

Pak plat́ı následuj́ıćı nerovnost

‖v‖1,p ≤
cp2

p− 1
‖Dv‖p. (1.7)

Lemma 1.39 Nechť v ∈ LΨ2 (Ω), w ∈ LΨ1 (Ω) a nechť plat́ı následuj́ı odhad

‖v‖p ≤ cp‖w‖p

pro každé p ≥ 2, kde konstanta c je nezávislá na p. Pak

‖v‖Ψ2 ≤ c‖w‖M . (1.8)
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D ů k a z: Definujme funkci Ψ předpisem

Ψ(z) :=

{
c0z

2 , z ∈ [0, z0)

e
√
z − 2z − 4 , z ∈ [z0,∞),

kde c0 := 1
z2
0

(
e
√
z0 − 2z0 − 4

)
a z0 je dostatečně velké. Tedy opět vybereme z

množiny všech ekvivalentńıch Youngových funkćı s r̊ustem e
√
z jednu fun-

kci. Potom totiž výsledná nerovnost (1.8) plat́ı pro libovolnou funkci z
této množiny (viz. [15, str. 187]). Taylorova formule pro funkci e

√
z nám

umožňuje odvodit pro z ≥ z0 odhad

∞∑
q=0

1

q!
zq/2 ≤ 4

∞∑
p=0

1

(2p)!
zp.

Tato nerovnost plyne ze skutečnosti, že

• buď z1/2

q+1
≥ 1

• nebo z1/2

2q
≤ z1/2

q+1
< 1

pro q liché a tedy pro tato q dostáváme

zq/2

q!
≤ zq/2

q!

z1/2

q + 1
=
z(q+1)/2

(q + 1)!

nebo
zq/2

q!
=
z(q−1)/2

(q − 1)!

z1/2

q
≤ 2

z(q−1)/2

(q − 1)!
.

Odtud
∞∑
q=0

1

q!
zq/2 ≤ 4

∞∑
r=0

1

r!
zr/2,

kde r jsou sudá č́ısla.
Vezměme λ takové, že následuj́ıćı integrály existuj́ı (viz. [15, str. 150]).

Aplikaćı Lebesgueovy věty dostaneme pro Ω′ :=
{
x ∈ Ω;

∣∣∣v(x)
λ

∣∣∣ < z0

}
odhad∫

Ω

Ψ
(v
λ

)
dx =

∫
Ω′

Ψ
(v
λ

)
dx+

∫
Ω\Ω′

Ψ
(v
λ

)
dx =

∫
Ω′
c0

∣∣∣v
λ

∣∣∣2 dx
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+

∫
Ω\Ω′

∞∑
q=0

1

q!

∣∣∣v
λ

∣∣∣ q2 − 2
∣∣∣v
λ

∣∣∣− 4 dx ≤
∫

Ω′
c0

∣∣∣v
λ

∣∣∣2 dx

+4

∫
Ω\Ω′

∞∑
p=2

1

(2p)!

∣∣∣v
λ

∣∣∣p dx ≤ c1

∫
Ω

∣∣∣w
λ

∣∣∣2 dx

+4
∞∑
p=2

∫
Ω

pp

(2p)!

∣∣∣cw
λ

∣∣∣p dx ≤ K

∫
Ω

M
(cw
λ

)
dx, (1.9)

kde M(z) = ez − z− 1 pro z ≥ 0. Odtud vyplývá užit́ım definice Luxembur-
govy normy nerovnost (1.8). 2

Lemma 1.40 Nechť v ∈ W 1
0LΨγ (Ω) pro γ ≥ 1. Pak

sup
z∈RN

∥∥∥∥v (· − z)− v (·)
|z|

∥∥∥∥
Ψγ

≤ c‖v‖1,Ψγ . (1.10)

D ů k a z: Zřejmě plat́ı nerovnost

|v (x− z)− v (x) | =
∣∣∣∣∫ 1

0

d

dr
v (x− rz) dr

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|∇v (x− rz) ‖z| dr

pro funkce v ∈ C∞0 (Ω). Zbytek d̊ukazu je d̊usledkem hustoty prostoru
C∞0 (Ω) v W 1

0LΨγ (Ω), Jensenovy nerovnosti a definice Luxemburgovy normy.
2

Lemma 1.41 Nechť v ∈ L∞(0,∞;W 1,p
0 (Ω)) pro p > N a oblast Ω je tř́ıdy

C2. Pak existuje množina funkćı ψh (·, s) ∈ C∞0 (Ω) pro skoro všechna s ∈
(0,∞) a pro h ∈ (0, 1) taková, že

‖v − ψh‖L∞(0,∞;C(Ω)) < ε, (1.11)

kde h = h (ε)→ 0 pro ε→ 0, a nav́ıc

‖ψh‖L∞(0,∞;W 1,p
0 (Ω)) ≤ C, (1.12)

kde C nezáviśı na h.

D ů k a z: Označme Ωh oblast takovou, že Ωh ⊂ Ω a dist(∂Ω, ∂Ωh) =
h. Existence takové podoblasti plyne např. z Tvrzeńı 4.15 na straně 93.
Vezměme funkci ξh ∈ C∞0 (Ωh) s vlastnostmi, že ξh = 1 na Ω2h a |∇ξh| ≤ c/h.
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Dále definujme funkci ũh := uξh. Pak ũh jsou omezené v L∞(0,∞;W 1,p
0 (Ω))

nezávisle na h (viz Věta 8.4 v [14, str. 69]) a pro N < p1 < p plat́ı

‖u− ũh‖L∞(0,∞;W
1,p1
0 (Ω))

≤ |Ω \ Ω2h|
p−p1
p ‖u‖L∞(0,∞;W 1,p

0 (Ω)).

Z věty o vnořeńı vyplývá, že

‖u− ũh‖L∞(0,∞;C(Ω)) ≤ c1(h),

kde c1(h)→ 0 pro h→ 0.
Definujme nyńı funkci ψh := ϑh ∗ ũh. Pak zřejmě ψh ∈ L∞(0, T ;C∞0 (Ω)).

Nyńı ze stejněstejnoměrné spojitosti funkćı ũh v x-ové proměnné, která je
d̊usledkem vět o vnořeńı a Arzelà-Ascoliovy věty, vyplývá pro s.v. s ∈ (0,∞)
a x ∈ Ω

|ψh(x, s)− ũh(x, s)| =
∣∣∣∣∫
B1(0)

ϑ(z) (ũh(x− hz, s)− ũh(x, s)) dz

∣∣∣∣ ≤ c2(h),

kde c2(h)→ 0 pro h→ 0. 2

Definice 1.42 Definujme seřezávaćı funkci T ∈ C∞(R+
0 ) takto

T (z) = z, z ∈ [0, 1], T (z) ≤ z, z ∈ [1, 3], T (z) = 2, z ≥ 3.

Dále označme
Tk (z) = kT

(z
k

)
, k = 1, 2, . . . .

Lemma 1.43 Nechť funkce w nálež́ı do prostoru L∞(0,∞;LΦ1 (Ω)) a nechť
je nezáporná v oblasti Ω× [0,∞). Dále předpokládejme, že splňuje nerovnost
0 < ‖w‖L∞(0,∞;LΦ1

(Ω)) ≤ K. Pak

‖w − Tk (w) ‖L∞(0,∞;L1(Ω)) ≤
cK2

ln k
, k = 2, 3, . . . . (1.13)

D ů k a z: Definice funkćı Tk nám umožňuje rozepsat odhadovaný integrál
takto ∫

Ω

|w(t)− Tk (w(t)) | dx =

∫
Ω1
k(t)

|w(t)− Tk (w(t)) | dx

+

∫
Ω2
k(t)

|w(t)− Tk (w(t)) | dx+

∫
Ω3
k(t)

|w(t)− Tk (w(t)) | dx,
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kde Ω1
k(t) := {x; w (x, t) ≤ k}, Ω2

k(t) := {x; k ≤ w (x, t) ≤ 3k} a Ω3
k(t) :=

{x; w (x, t) ≥ 3k}. Z definice funkce Tk plynou následuj́ıćı odhady:∫
Ω1
k(t)

|w(t)− Tk(w(t))| dx = 0,

∫
Ω3
k(t)

|w(t)− Tk(w(t))| dx =

∫
Ω3
k(t)

ln (w(t)) dx∫
Ω3
k(t)

ln (w(t)) dx

∫
Ω3
k(t)

|w(t)− Tk(w(t))| dx

≤ c

|Ω3
k(t)|ln (3k)

∫
Ω3
k(t)

ln (w(t)) dx

∫
Ω3
k(t)

w(t) dx

≤ cK2

|Ω3
k(t)|ln (3k)

‖χΩ3
k(t)‖Ψ1‖χΩ3

k(t)‖Φ1 .

Posledńı nerovnost plyne z Hölderovy a Youngovy nerovnosti (viz. Tvrzeńı 1.20
a 1.21) a z omezenosti 0 < ‖w‖L∞(0,∞;LΦ1

(Ω)) ≤ K. Jestliže vezmeme v potaz
následuj́ıćı reprezentaci normy charakteristické funkce (viz [15, str. 149])

‖χΩ3
k(t)‖Φ = |Ω3

k(t)|Φ−1

(
1

|Ω3
k(t)|

)
,

pak zbývá dokázat

lim
z→0+

zΦ−1
1

(
1

z

)
Ψ−1

1

(
1

z

)
≤ c pro nějaké c > 1.

Důkaz této nerovnosti je ekvivalentńı d̊ukazu nerovnosti

1 ≤ lim
z→0+

zΦ1

(
c

zΨ−1
(

1
z

)) ,

kde Ψ (z) := ez − 1 a tedy funkce Ψ je ekvivalentńı s Youngovou funkćı Ψ1

ve smyslu nerovnost́ı

Ψ1 (z) ≤ Ψ (z) ≤ 2Ψ1 (z) pro z ≥ z0.

Pak snadno spoč́ıtáme limitu

lim
z→0+

c

ln
(
1 + 1

z

) ln

(
1 +

c

zln
(
1 + 1

z

)) = lim
z→0+

(
cln

(
1 + c

zln (1+ 1
z )

))′
(
ln
(
1 + 1

z

))′
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= lim
z→0+

c2
(
(z + 1)ln

(
1 + 1

z

)
− 1
)(

zln
(
1 + 1

z

)
+ c
)

ln
(
1 + 1

z

) > 1 pro c > 1.

V př́ıpadě integrálu přes Ω2
k(t) postupujeme obdobně. 2

Lemma 1.44 Nechť vn
Ψ1⇀ v. Pak vn → v v prostoru W−1,p′ (Ω) pro p > N .

D ů k a z: Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že ∀n0 ∈ N0 ∃n ≥ n0

a wn ∈ W 1,p
0 (Ω), p > N , takové, že ‖wn‖1,p ≤ 1 a že plat́ı nerovnost∫

Ω

(vn − v)wn dx+ ε ≥ ‖vn − v‖−1,p′ ≥ δ > 0

pro δ nezávislé na n a pro libovolné ale pevné ε > 0. Kompaktńı vnořeńı
W 1,p

0 (Ω) ↪→↪→ EΨ1 (Ω) nám umožňuje vybrat podposloupnost {wnk}
∞
nk=1 ⊂

{wn}∞n=1 takovou, že wnk → w v prostoru EΨ1 (Ω) pro nk → ∞. Z této
skutečnosti vyplývá, že

δ ≤ ‖vnk − v‖−1,p′ ≤
∫

Ω

(vnk − v)wnk dx+ ε

≤ ‖wnk − w‖Ψ1‖vnk − v‖Φ1 +

∣∣∣∣∫
Ω

(vnk − v)w dx

∣∣∣∣+ ε→ ε pro nk →∞ ,

což je spor. 2

Lemma 1.45 Nechť {vm}∞m=0 ⊂ L∞(Ω) je posloupnost vyhovuj́ıćı následuj́ıćım
nerovnostem

‖vm‖∞ ≤ c a ‖vm‖2 ≤
1√

M (max {1, c} 2m)
, m ∈ N0,

kde M(z) = ez − z − 1, pro z ≥ 0, je sudá funkce na R. Pak

‖vm‖M ≤
K

2m
pro m ∈ N0. (1.14)

D ů k a z: Zřejmě plat́ı následuj́ıćı odhad

‖2mvm‖pp ≤ (2m)p ‖vm‖2
2‖vm‖p−2

∞ ≤ (2m max {1, c})p ‖vm‖2
2, p ≥ 2.

Z Taylorova rozvoje funkce M źıskáme nerovnost∫
Ω

M (2mvm) dx ≤ ‖vm‖2
2M (2m max {1, c}) .
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Zbytek d̊ukazu dostaneme z následuj́ıćı nerovnosti

2m‖vm‖M ≤
∫

Ω

M (2mvm) dx+1. 2

Lemma 1.46 Nechť {un}∞n=1 ∈ LΨ (Ω) je taková posloupnost, že un
Φ
⇀ u.

Nechť Φ splňuje 42-podmı́nku. Pak

lim
n→∞

inf ‖un‖Ψ ≥ ‖u‖Ψ.

D ů k a z: Jelikož Φ splňuje42-podmı́nku a tedy EΦ (Ω) = LΦ (Ω) = L̃Φ (Ω),
pak pro každé ε ∈ (0, 1) existuje funkce vε ∈ EΦ (Ω) taková, že

∫
Ω

Φ (vε) dx ≤
1 a plat́ı nerovnost

‖u‖Ψ ≤
∫

Ω

uvε dx+ ε = lim
n→∞

inf

∫
Ω

unvε dx+ ε ≤ lim
n→∞

inf ‖un‖Ψ + ε. 2

Lemma 1.47 Nechť funkce v ∈ L̃M(QT ), kde QT := Ω × (0, T ). Pak v ∈
LM(0, T ;LM(Ω)). Nechť dále w ∈ L̃Φ1(QT ). Pak w ∈ LΦ1/α

(0, T ;LΦ1/β
(Ω))

pro α, β ∈ (1,∞) splňuj́ıćı rovnost 1
α

+ 1
β

= 1.

D ů k a z: Platnost prvńıho tvrzeńı plyne z definice normy na Orlic-
zových prostorech, Youngovy nerovnosti a z odhadu (pro ψ s vlastnost́ı, že∫

Ω
Φ1(ψ(x)) dx ≤ 1)∣∣∣∣∫ T

0

ϕ(t) sup
ψ

∫
Ω

v(x, t)ψ(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫
Ω

M(v) dxdt

+

∫ T

0

sup
ψ

∫
Ω

|ϕ(t)ψ(x)|ln (1 + |ϕ(t)||ψ(x)|) dxdt+ c

≤ c

(∫ T

0

sup
ψ

∫
Ω

|ϕ(t)ψ(x)|ln ((1 + |ϕ(t)|)(1 + |ψ(x)|)) dxdt+ 1

)
≤ c

(∫ T

0

sup
ψ

∫
Ω

|ϕ(t)ψ(x)|ln (1 + |ϕ(t)|) dxdt

+

∫ T

0

sup
ψ

∫
Ω

|ϕ(t)ψ(x)|ln (1 + |ψ(x)|) dxdt+ 1

)
< +∞
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za předpokladu, že ∫ T

0

Φ1(ϕ(t)) dt ≤ 1.

Pro d̊ukaz druhé části tvrzeńı stač́ı už́ıt Youngovu nerovnost, Jensenovu
nerovnost a odhad

Φ1/α(Φ1/β(z)) = z ln1/β (z)ln1/α (z ln1/β (z)) ≤ 2z ln (1 + z) + c

pro z ≥ z0 ≥ 1. 2
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2 Singulárńı integrály v Orliczových prostorech

Tuto kapitolu budeme věnovat studiu singulárńıch integrál̊u, jejichž jádro
splňuje Calderónovy-Zygmundovy podmı́nky, nad Orliczovými prostory. Jedná
se o zobecněńı dosavadńı teorie, která byla zavedena pro singulárńı integrály
nad Lebesgueovými prostory (viz. [28] a [29]).

2.1 Calderónovy-Zygmundovy podmı́nky

Definujme singulárńı jádro K takto

K(x, z) :=
k(x, z)

|z|N

pro x ∈ Ω a z ∈ RN \ {0}. Řekneme, že funkce k(x, z) splňuje Calderónovy-
Zygmundovy podmı́nky, jestliže

1. pro libovolné x ∈ Ω, z ∈ RN \ {0} a každé α > 0 plat́ı

k(x, z) = k(x, αz),

2. pro každé x ∈ Ω je funkce k(x, z) integrovatelná na jednotkové sféře a
splňuje podmı́nku ∫

|z|=1

k(x, z) dzS = 0,

3. pro nějaké q > 1 existuje konstanta C > 0 taková, že∫
|z|=1

|k(x, z)|q dzS ≤ C stejnoměrně vzhledem k x,

4. V kapitole 4 budeme mı́sto podmı́nky 3. předpokládat, že

|k(x, z)| ≤ B

pro nějakou konstantu B a pro každé x ∈ Ω a z ∈ RN .

Označme

λα,f := |Ωα,f |, kde Ωα,f := {x ∈ RN ; |f(x)| > α}.
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Dále definujme

Kε(x, z) :=

{
K(x, z) pro |z| ≥ ε,
0 pro |z| < ε

a

Tεf(x) :=

∫
RN
Kε(x, x− y)f(y) dy.

Potom singulárńı integrál zadefinujeme takto:

Tf(x) = lim
ε→0

∫
RN
Kε(x, x− y)f(y) dy.

Definice 2.1 Operátor T nazveme operátorem slabého typu (p, q), jestlǐze

λ(α, Tf) ≤
(
c||f ||p
α

)q
pro f ∈ Lp(RN), kde p, q ∈ [1,∞), α > 0 a pro konstantu c nezávislou na
f . Operátor T nazveme operátorem slabého typu (Φ,Φ) za předpokladu, že
splňuje nerovnost

Φ(α)λ(α, Tf) ≤ c

∫
RN

Φ(f(x)) dx

pro f ∈ L̃Φ(RN), α > 0 a pro konstantu c nezávislou na f .

2.2 Singulárńı integrály na Orliczových prostorech a
základńı odhady

Lemma 2.2 Nechť Φ je Youngova funkce splňuj́ıćı globálńı ∆2-podmı́nku.
Pak existuje konstanta c > 0 nezávislá na ε taková, že

Φ(α)λ(α, Tεf) ≤ c

∫
RN

Φ(f(x)) dx

pro f ∈ LΦ(RN) a pro každé α ∈ [0,∞).

D ů k a z: Snadno ověř́ıme platnost odhadu

Φ(α)λ(α, Tεf) ≤ Φ(α)λ
(α

2
, Tεfα

)
+ Φ(α)λ

(α
2
, Tεf

α
)
,
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kde

fα(x) :=

{
f(x) , jestliže |f(x)| ≤ α,
0 , jestliže |f(x)| > α

a

fα(x) :=

{
f(x) , jestliže |f(x)| > α,
0 , jestliže |f(x)| ≤ α.

Poněvadž Φ je konvexńı funkce, plat́ı nerovnost

Φ(x1)

x1

≤ aΦ(ax2)

x2

pro a > 1 a pro 0 < x1 ≤ x2. Ze skutečnosti, že Tεf je operátorem slabého
typu (p, p) pro p ∈ [1,∞) (viz. [28, str. 19, 20]), pak vyplývá s použit́ım
výše uvedené nerovnosti, že

Φ(α)λ
(α

2
, Tεf

α
)
≤ cΦ(α)

α

∫
RN
|fα(x)| dx ≤ c1

∫
RN

Φ(f(x)) dx

a z Tvrzeńı 1.7 dostáváme

Φ(α)λ
(α

2
, Tεfα

)
≤ cΦ(α)

αp

∫
RN
|fα(x)|p dx ≤ c

∫
RN
|f(x)|pΦ(f(x))

|f(x)|p
dx. 2

Věta 2.3 Nechť Φ je Youngova funkce splňuj́ıćı globálńı ∆2-podmı́nku a
nechť Φγ je kvazikonvexńı funkce (viz. Definice 1.8) pro γ ∈ (0, 1). Pak∫

RN
Φ(Tεf(x)) dx ≤ c

∫
RN

Φ(f(x)) dx (2.1)

pro každé ε ∈ (0, 1) a konstantu c nezávislou na ε. Limita limε→0 Tεf = Tf
existuje ve smyslu konvergence v prostoru LΦ(RN) a plat́ı odhady∫

RN
Φ(Tf(x)) dx ≤ c

∫
RN

Φ(f(x)) dx (2.2)

a
‖Tf‖Φ ≤ c‖f‖Φ. (2.3)

D ů k a z: Důkaz této věty je opět založen na skutečnosti, že operátor Tε
je operátorem slabého typu (p, p). Zřejmě plat́ı odhad∫

RN
Φ(Tεf(x)) dx =

∫ ∞
0

λ(α, Tεf) dΦ(α) ≤
∫ ∞

0

λ
(α

2
, Tεf

α
)
dΦ(α)

26



+

∫ ∞
0

λ
(α

2
, Tεfα

)
dΦ(α) =: I1 + I2.

Kvazikonvexita funkce Φγ pro nějaké γ ∈ (0, 1) je ekvivalentńı s nerovnost́ı∫ t

0

dΦ(u)

u
≤ cΦ(ct)

t
pro t > 0 a c > 0,

(viz. [13, str. 6]), což nám umožňuje spolu se skutečnost́ı, že Tε je operátor
slabého typu (1, 1), odhadnout integrál I1 takto

I1 ≤
∫ ∞

0

c

α

(∫
|f(x)|>α

|f(x)| dx
)
dΦ(α)

= c

∫
RN
|f(x)|

(∫ |f(x)|

0

dΦ(α)

α

)
dx ≤ c1

∫
RN
|f(x)|Φ(f(x))

|f(x)|
dx.

Pro p1 > p, kde p je index z nerovnosti (1.3), lze dokázat, že limt→∞
Φ(t)
tp1

=
0 a tedy ∫ ∞

t

dΦ(u)

up1
=

Φ(u)

up1

∣∣∣∣∞
t

+ p1

∫ ∞
t

Φ(u)

up1+1
du.

Odtud a z (1.3) pak plyne ∫ ∞
t

dΦ(u)

up1
≤ cΦ(t)

tp1
.

Užit́ım výše uvedené nerovnosti dostáváme

I2 ≤ c

∫ ∞
0

1

αp1

(∫
|f(x)|<α

|f(x)|p1 dx

)
dΦ(α)

= c

∫
RN
|f(x)|p1

(∫ ∞
|f(x)|

dΦ(α)

αp1

)
dx ≤ c

∫
RN

Φ(f(x)) dx.

Odtud pak z definice Luxemburgovy normy plyne, že

‖Tεf‖Φ ≤ c‖f‖Φ

pro ε > 0 a c nezávislé na ε. Jelikož f ∈ LΦ(RN) a Youngova funkce Φ
splňuje ∆2-podmı́nku, pak lze funkci f rozložit jako součet dvou funkćı, t.j.
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f = f1 + f2, kde f1 ∈ C∞0 (RN) a f2 je libovolně malá v normě ‖ · ‖Φ.
Následuj́ıćı odhad

‖T 1
n
f − T 1

m
f‖Φ ≤ c‖∇f1‖C(RN )δ

(
1

n

)
+ c‖f2‖Φ,

kde δ
(

1
n

)
→ 0 pro n→ +∞, snadno odvod́ıme ze skutečnosti, že∫

r1<|x−y|<r2

k(x, x− y)

|x− y|N
dy = 0,

což plyne z Calderónových-Zygmundových podmı́nek 1. a 2., a z nerovnosti∣∣∣∣∫
r1<|x−y|<r2

k(x, x− y)

|x− y|N
(f1(y)− f1(x)) dy

∣∣∣∣
≤ c‖∇f1‖C(RN )

∫
r1<|x−y|<r2

|k(x, x− y)|
|x− y|N−1

dy.

Odtud pak vyplývá cauchyovskost posloupnosti {T 1
n
f}∞n=1. To znamená, že

pro každé f ∈ LΦ(RN) dostaneme cauchyovskou a tedy konvergentńı posloup-
nost funkćı T 1

n
f v prostoru LΦ(RN). Silná konvergence aplikovaná na odhad

(2.1) spolu s definićı Luxemburgovy normy vedou k nerovnostem∫
Ω

Φ(Tf) dx ≤ c

∫
Ω

Φ(f) dx (2.4)

a
‖Tf‖Φ ≤ c‖f‖Φ (2.5)

pro f ∈ LΦ(RN). 2

Věta 2.4 Definujme operátor Tf(x) takto

Tf(x) :=

∫
RN
K̃(x− y)f(y) dy,

kde K̃ ∈ L1(RN). Pak plat́ı

‖Tf‖Φ ≤ c‖f‖Φ (2.6)

a ∫
RN

Φ(Tf) dx ≤ c

∫
RN

Φ(f) dx (2.7)

pro f ∈ LΦ(RN), kde Φ je Youngova funkce splňuj́ıćı globálńı ∆2-podmı́nku
a zároveň funkce Φγ je kvazikonvexńı pro nějaké γ ∈ (0, 1).
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D ů k a z: Z Youngovy věty pro konvoluce (viz. [9, str. 85]) vyplývá, že

‖Tf‖p ≤ c‖f‖p pro f ∈ Lp(RN), p ∈ [1,∞].

T je tedy operátor typu (p, p) pro libovolné p ∈ [1,∞] a současně je operátorem
slabého typu (p, p). Zbytek d̊ukazu je stejný jako u Věty 2.3. 2
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3 Úloha div v = f nad Orliczovými prostory

V této kapitole budeme studovat existenci řešeńı úlohy

div v = f

nad Orliczovými prostory a to v závislosti na okrajové podmı́nce, tvaru fun-
kce f a omezenosti či neomezenosti oblasti Ω.

3.1 Úloha div v = f nad Orliczovými prostory s nulovou
a nenulovou okrajovou podmı́nkou

Naši úlohu zformulujeme takto:
Nechť Ω je omezená oblast v RN pro N ≥ 2. Pro zadanou funkci f ∈

LΦ(Ω) s vlastnost́ı ∫
Ω

f dx = 0 (3.1)

hledáme vektor v : Ω→ RN takový, že

div v = f, (3.2)

v ∈ W 1
0LΦ(Ω)N , (3.3)

‖v‖1,Φ ≤ c‖f‖Φ. (3.4)

Věta 3.1 Nechť Ω je omezená oblast s Lipschitzovskou hranićı. Nechť Φ
je Youngova funkce splňuj́ıćı globálńı ∆2-podmı́nku a nechť funkce Φγ je
kvazikonvexńı pro nějaké γ ∈ (0, 1). Pak pro libovolnou funkci f , f ∈
LΦ(Ω), která splňuje podmı́nku kompatibility (3.1), má úloha (3.2)–(3.4) ale-
spoň jedno řešeńı v ∈ W 1

0LΦ(Ω)N . Jestlǐze f ∈ C∞0 (Ω), pak v ∈ C∞0 (Ω)N .

D ů k a z: Nechť f ∈ C∞0 (Ω). Oblast Ω rozlož́ıme na podoblasti Ωi takové,
že Ω = ∪m+ν

i=1 Ωi, kde Ωi jsou hvězdicovité oblasti ve vztahu ke kouli Bi (to
znamená, že pro každý bod y ∈ Ωi existuje bod x ∈ Bi takový, že úsečka
xy ⊂ Ωi). Nav́ıc ∂Ω ⊂ ∪mi=1Ωi. Tento rozklad nám umožňuje rozložit funkci
f takto f =

∑m+ν
i=1 fi, kde fi ∈ C∞0 (Ωi) a

∫
Ωi
fi dx = 0 (podrobné odvozeńı

viz. [9, str. 127]). Stač́ı tedy zkoumat řešitelnost naš́ı úlohy pro oblast Ω,
kde Ω je hvězdicovitá oblast ve vztahu k otevřené kouli Br(x0). Potom řešeńı
úlohy (3.2)–(3.4) lze źıskat jako součet funkćı vi, i = 1, . . . ,m+ν, kde funkce
vi jsou řešeńı úlohy (3.2)–(3.4) pro f = fi v oblasti Ωi. Předpokládejme tedy,
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že Ω je hvězdicovitá oblast ve vztahu k otevřené kouli Br(x0), f ∈ C∞0 (Ω) a∫
Ω
f dx = 0.
V [9, str. 117] byla odvozena jedna větev řešeńı úlohy (3.1)–(3.4) reprezen-

tovaná slabě singulárńım integrálem ve tvaru

v(x) =

∫
Ω′
f̃(y)

[
x− y
|x− y|N

∫ ∞
|x−y|

ω

(
y + ξ

x− y
|x− y|

)
ξN−1 dξ

]
dy,

kde f̃ ∈ C∞0 (Ω′) a symboly f̃ a Ω′ znač́ı funkci f a oblast Ω po transformaci
souřadnic

x→ x′ =
x− x0

r
.

Funkce ω ∈ C∞0 (RN) má tyto vlastnosti

• supp(ω) ⊂ B1(0)

•
∫
B1(0)

ω dx = 1.

Vztah pro derivaci funkce v odvod́ıme stejným zp̊usobem jako v [9, str. 119],
t.j.

∂
∂xj
vi(x) =

∫
Ω

Kij(x, x− y)f(y) dy +

∫
Ω

Gij(x, y)f(y) dy

+ f(x)

∫
Ω

(xj − yj)(xi − yi)
|x− y|2

ω(y) dy, i, j = 1, . . . , N,

kde |Gij(x, y)| ≤ c
|x−y|N−1 , x, y ∈ Ω, a Kij(x, x − y) =

kij(x,x−y)

|x−y|N . Funkce

kij(x, z) nav́ıc splňuje Calderónovy-Zygmundovy podmı́nky. Z globálńı ∆2-
podmı́nky, Věty 2.3 a 2.4 a z Lemma 1.23 pak po přechodu k p̊uvodńım
souřadnićım x′ → x plyne odhad∫

Ω

G2(v) dx+

∫
Ω

G̃2(∇v) dx ≤ c

∫
Ω

Φ(f) dx,

kde G2(z) =
∑N

i=1 Φ(zi), z = (z1, . . . , zN), a G̃2(z) =
∑N

i,j=1 Φ(zij), z =

[zij]
N
i,j=1. Z Luxemburgovy definice normy snadno odvod́ıme

‖v‖1,Φ ≤ c‖f‖Φ.

Jelikož Youngova funkce Φ splňuje globálńı ∆2-podmı́nku, můžeme pro každou
funkci f , f ∈ LΦ(Ω), zkonstruovat posloupnost funkćı {fm}∞m=1 takovou, že
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fm ∈ C∞0 (Ω),
∫

Ω
fmdx = 0 a fm → f v prostoru LΦ(Ω). Označme vm

řešeńı úlohy (3.1)–(3.4) pro f = fm. Pak z linearity slabě singulárńıch a
singulárńıch integrál̊u reprezentuj́ıćıch řešeńı plyne, že posloupnost {vm}∞m=1

konverguje silně k funkci v v prostoru W 1LΦ(Ω)N . Odtud

‖v‖1,Φ ≤ c‖f‖Φ. 2

Nyńı se zaměř́ıme na př́ıpad s nenulovou okrajovou podmı́nkou. Formu-
lace úlohy vypadá v tomto př́ıpadě takto:

Nechť Ω je omezená oblast v RN , N ≥ 2, a nechť jsou dány funkce
a ∈ H0,Φ

Φ (∂Ω)N a f ∈ LΦ(Ω) takové, že∫
Ω

f dx =

∫
∂Ω

a · n dS. (3.5)

Hledáme vektor v : Ω→ RN takový, že

div v = f, (3.6)

v ∈ W 1LΦ(Ω)N , v|∂Ω = a, (3.7)

‖v‖1,Φ ≤ c(‖f‖Φ + ‖a‖H0,Φ
Φ

). (3.8)

Věta 3.2 Nechť Ω je omezená oblast s Lipschitzovskou hranićı. Dále předpokládejme,
že Φ je Youngova funkce splňuj́ıćı globálńı ∆2-podmı́nku a funkce Φγ je
kvazikonvexńı pro nějaké γ ∈ (0, 1). Pak pro libovolnou funkci f ∈ LΦ(Ω),
která splňuje podmı́nku kompatibility (3.5), má úloha (3.6)–(3.8) alespoň jedno
řešeńı v ∈ W 1LΦ(Ω)N .

D ů k a z: Nechť a ∈ H0,Φ
Φ (∂Ω)N . Jelikož existuje spojitý lineárńı operátor

z prostoru H0,Φ
Φ (∂Ω)N na W 1LΦ(Ω)N (viz. [16]), pak v prostoru W 1LΦ(Ω)N

nalezneme funkci U takovou, že U|∂Ω = a ve smyslu stop. Řešeńı problému
pak hledáme ve tvaru

v = u + U.

Z Věty 3.1 plyne existence funkce u, která splňuje rovnici

div u = f − div U = F,

u|∂Ω = 0,

a tato funkce vyhovuje odhadu

‖u‖1,Φ ≤ c‖F‖Φ.

Odtud a z inverzńı věty o stopách (viz. [16]) pak dostáváme

‖v‖1,Φ ≤ c(‖f‖Φ+‖U‖1,Φ) ≤ c
(
‖f‖Φ + ‖a‖H0,Φ

Φ

)
. 2
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3.2 Úloha div v = f nad Orliczovými prostory v př́ıpadě
známého Taylorova rozvoje funkce Φ

Mějme funkci Φ s těmito vlastnostmi:

1. Φ je Youngova funkce

2. Φ(z) =
∑∞

p=1
1
p!

Φ(p)(0)zp, z ∈ [0,∞).

Věta 3.3 Nechť f ∈ L̃Φ(Ω), kde Ω je omezená oblast s Lipschitzovskou
hranićı. Nechť funkce f splňuje podmı́nku kompatibility (3.1) a nechť pro
každé p0 ≥ 1 existuje p, p ≥ p0, takové, že Φ(p)(0) 6= 0. Dále předpokládejme,
že existuje funkce N(z) s vlastnost́ı

N(z) ≤ c
∞∑
p=1

Φ(p)(0)

(2p)!
zp pro z ∈ [0,∞).

Pak existuje řešeńı v ∈ W 1
0LΦ̃(Ω)N úlohy (3.2)–(3.3), které vyhovuje nerovnosti

‖v‖1,Φ̃ ≤ c‖f‖Φ,

pro Youngovu funkci Φ̃ takovou, že Φ̃(z) ≤ N(z) pro každé z ∈ [0,∞).

D ů k a z: Protože f ∈ L̃Φ(Ω), tak existuje řešeńı úlohy (3.2)–(3.3) takové,
že v ∈ W 1,p

0 (Ω)N a toto řešeńı nav́ıc splňuje nerovnost

‖v‖1,p ≤ cp‖f‖p

pro každé p ∈ [2,∞). Jedná se o d̊usledek reprezentace řešeńı pomoćı slabě
singulárńıho integrálu a tvaru konstanty pro odhady singulárńıch integrál̊u
(viz. [9, str. 90]). Z Lebesgueovy věty pak pro funkce G(z) =

∑N
i=1 Φ̃(zi),

z = (z1, . . . , zN), a G(z) =
∑N

i,j=1 Φ̃(zij), z = [zij]
N
i,j=1, dostáváme∫

Ω

G(v) dx+

∫
Ω

G(∇v) dx ≤ c

∫
Ω

Φ(cf) dx.

Z definice Luxemburgovy normy pak plyne

‖v‖1,Φ̃ ≤ c‖f‖Φ. 2

33



3.3 Úloha div v = div g nad Orliczovými prostory

Nyńı budeme zkoumat naši úlohu pro př́ıpad, kdy f = div g. Tedy pro danou
funkci g ∈ H0,Φ(Ω) s vlastnost́ı∫

Ω

div g dx = 0 (3.9)

hledáme vektor v : Ω→ RN takový, že

div v = div g, (3.10)

v ∈ W 1
0LΦ(Ω)N , (3.11)

‖v‖1,Φ ≤ c‖div g‖Φ, (3.12)

‖v‖Φ ≤ c‖g‖Φ. (3.13)

Věta 3.4 Nechť Ω je omezená oblast s Lipschitzovskou hranićı. Dále předpokládejme,
že g ∈ H0,Φ(Ω)N a splňuje podmı́nku kompatibility (3.9). Nechť Φ je Youn-
gova funkce, která splňuje globálńı ∆2-podmı́nku, a funkce Φγ je kvazikon-
vexńı pro nějaké γ ∈ (0, 1). Pak existuje nejméně jedno řešeńı v ∈ W 1

0LΦ(Ω)N

úlohy (3.10)–(3.13). Jestlǐze nav́ıc div g ∈ C∞0 (Ω), pak v ∈ C∞0 (Ω)N .

D ů k a z: Po použit́ı stejného rozkladu Ω, jaký jsme použili v d̊ukazu
Věty 3.1, stač́ı naj́ıt řešeńı úlohy (3.1)–(3.4) a (3.13) pro f = div g. Existence
tohoto řešeńı plyne z Věty 3.1 a odhady řešeńı (3.12) a (3.13) vyplývaj́ı z
vlastnost́ı singulárńıho a slabě singulárńıho integrálu. 2

3.4 Úloha div v = f na vněǰśıch oblastech

Nyńı budeme zkoumat divergenčńı úlohu na vněǰśıch oblastech.
Nechť Ω je vněǰśı oblast v RN , N ≥ 2. Pro danou funkci f ∈ LΦ(Ω)

hledáme vektorovou funkci v : Ω→ RN takovou, že

div v = f, (3.14)

v ∈ D1
0LΦ(Ω)N , (3.15)

|v|1,Φ ≤ c‖f‖Φ. (3.16)

Věta 3.5 Nechť Ω je vněǰśı oblast s Lipschitzovskou hranićı. Dále předpokládejme,
že Φ je Youngova funkce, která splňuje globálńı ∆2-podmı́nku a funkce Φγ je
kvazikonvexńı pro nějaké γ ∈ (0, 1). Pak pro každou funkci f ∈ LΦ(Ω) exis-
tuje nejméně jedno řešeńı úlohy (3.14)–(3.16).
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D ů k a z: Nechť {fm}∞m=1 ⊂ C∞0 (Ω) je posloupnost funkćı, které aproximuj́ı
funkci f v prostoru LΦ(Ω). Položme

vm = ∇ψm + wm, m ∈ N,

kde
∆ψm = fm v RN .

Definujme pro nějaké r > 2δ(Ωc) pr̊uměr komplementárńı oblasti δ(Ωc) :=
supx,y∈Ωc |x− y|. Funkce wm je řešeńım rovnice

div wm = 0 v Ωr, kde Ωr := Ω ∩Br(0),

wm = −∇ψm na ∂Ω,

wm = 0 na ∂Br(0).

Z reprezentace ψm = E ∗ fm, kde E je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy
rovnice, a z Vět 2.3 a 2.4 dostáváme

‖ψm‖2,Φ ≤ c‖fm‖Φ.

Jelikož ∫
∂Ω

∇ψm · n dS = 0 pro všechna m ∈ N,

tak z Věty 3.2 plyne existence takového solenoidálńıho pole reprezentovaného
funkćı wm ∈ W 1LΦ(Ωr)

N , která vyhovuje nerovnosti

‖wm‖1,Φ ≤ c‖div (φ∇ψm)‖Φ

pro φ ∈ C1(RN) takové, že φ = 1 jestliže |x| < r
2

a φ = 0 pro |x| ≥ r. Odtud
plyne

‖wm‖1,Φ ≤ c‖fm‖Φ .

Tedy funkce vm jsou řešeńı naš́ı úlohy s pravou stranou f = fm. Zbytek
d̊ukazu je podobný d̊ukazu Věty 3.1. 2

Poznámka 3.6 Abychom dokázali existenci řešeńı pro př́ıpad nehomogenńı
okrajové podmı́nky v = a na ∂Ω, použijeme stejnou techniku jako v d̊ukazu
Věty 3.2.
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3.5 Úloha div v = f pro f ∈ L∞(Ω)

Zkoumáńı řešitelnosti divergenčńı úlohy zakonč́ıme př́ıpadem, kdy na pravé
straně je zadaná omezená funkce. Nechť je tedy dána funkce f ∈ L∞(Ω)
taková, že ∫

Ω

f dx = 0. (3.17)

Hledáme vektor v takový, že

div v = f, (3.18)

v ∈ W 1
0LΨ1(Ω)N , (3.19)

‖v‖1,Ψ1 ≤ c‖f‖∞, (3.20)

kde Ψ1 je Youngova funkce definovaná v Definici 1.30.

Věta 3.7 Nechť Ω je omezená oblast s Lipschitzovskou hranićı. Pak úloha
(3.17)–(3.20) má alespoň jedno řešeńı v ∈ W 1

0LΨ1(Ω)N . Jestlǐze f ∈ C∞0 (Ω),
pak v ∈ C∞0 (Ω)N .

D ů k a z: Nechť f ∈ C∞0 (Ω). Jak jsme již viděli v d̊ukazu Věty 3.1 stač́ı
předpokládat, že Ω je hvězdicovitá oblast ve vztahu k otevřené kouli. Z
reprezentace řešeńı naš́ı úlohy plyne, že ∂

∂xj
vi obsahuje singulárńı integrál,

který je generován singulárńım jádrem ve tvaru

Kij(x, x− y) :=
δij

|x− y|N

∫ ∞
0

ω

(
x+ r

x− y
|x− y|

)
rN−1 dr

+
xi − yi
|x− y|N+1

∫ ∞
0

∂

∂xj
ω

(
x+ r

x− y
|x− y|

)
rN dr =:

kij(x, x− y)

|x− y|N
, (3.21)

kde funkce kij(x, z) splňuje Calderónovy-Zygmundovy podmı́nky (viz. [9,
str. 119]). Dále budeme cht́ıt dokázat, že

‖Tij,εf‖BMO ≤ c‖f‖C(Ω) (3.22)

pro funkci f ∈ C∞0 (Ω) a konstantu c nezávislou na ε, kde

Tij,εf(x) :=

∫
RN
Kij,ε(x, x− y)f(y) dy.
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Nechť B̃ je koule se středem v bodě x0 a B̃∗ je koule se stejným středem
ale dvojnásobným poloměrem. Rozložme funkci f takto: f = f1 + f2, kde
f1 := fχB̃∗ a f2 := fχ(B̃∗)c . Pak z klasické teorie singulárńıch integrál̊u plyne∫

B̃

|Tij,εf1| dx ≤ |B̃|1/2‖Tij,εf1‖2 ≤ c|B̃|1/2‖f1‖2 ≤ c|B̃|‖f‖∞.

Definujme cB̃,ε :=
∫

(B̃∗)c
Kij,ε(x0, x0−y)f(y) dy. V daľśı části d̊ukazu budeme

pro jednoduchost a bez újmy na obecnosti předpokládat, že x0 = 0. Zbývá
ověřit, že

|Tij,εf2(x)− cB̃,ε| ≤ c‖f‖C(Ω)

pro s.v. x ∈ B̃ ∩ Ω a konstantu c nezávislou na ε. Tento odhad je ale
d̊usledkem odhadu (po substituci z = −y, Ω→ Ω̃)

ess sup
B̃∩Ω

∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃

|Kij,ε(x, x+ z)−Kij,ε(0, z)| dz

≤ ess sup
B̃∩Ω

∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃

|Kij,ε(x, x+ z)−Kij,ε(0, x+ z)| dz

+ess sup
B̃∩Ω

∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃

|Kij,ε(0, x+ z)−Kij,ε(0, z)| dz ≤ c < +∞, (3.23)

kde je nutné ověřit, že konstanta c nezáviśı na ε. Z (3.23) a z věty o středńı
hodnotě diferenciálńıho počtu pro x ∈ B̃ ∩ Ω plynou pro limitńı stav ε = 0
odhady

|Kij(x, x+ z)−Kij(0, x+ z)| ≤ c
|x|
|z|N

a

|Kij(0, x+ z)−Kij(0, z)| ≤ c

(
|x|
|z|N+1

+
|x|
|z|N

)
,

pro x ∈ B̃ ∩Ω a z ∈ {|z| ≥ 2|x|} ∩ Ω̃. Pro ε ∈ (0, 1) lze odvodit analogickým
zp̊usobem stejné odhady jenom se muśı nav́ıc zahrnout př́ıpady∫

{|z|≥2|x|}∩Ω̃∩{|x+z|<ε}∩{|z|≥ε}
|Kij,ε(0, x+ z)−Kij,ε(0, z)| dz

=

∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃∩{|x+z|<ε}∩{|z|≥ε}

|Kij,ε(0, z)| dz ≤ c

∫
ε≤|z|≤2ε

1

|z|N
dz ≤ C
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a ∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃∩{|x+z|≥ε}∩{|z|<ε}

|Kij,ε(0, x+ z)−Kij,ε(0, z)| dz

=

∫
{|z|≥2|x|}∩Ω̃∩{|x+z|≥ε}∩{|z|<ε}

|Kij,ε(0, x+ z)| dz ≤ c

∫
2
3
ε≤|z|≤ε

1

|z|N
dz ≤ C

pro x ∈ B̃ ∩ Ω, kde konstanta C nezáviśı na ε a x. Při odvozeńı výše
uvedených odhad̊u jsme využili skutečnosti, že |x+z| ≥ |z|/2 a |x+z| ≤ 3

2
|z|.

Zbývá ukázat, že |cB̃,ε− 1
B̃

∫
B̃
Tij,εf dx| ≤ c‖f‖C(Ω). To ale odvod́ıme s pomoćı

stejného postupu jako v př́ıpadě Tij,εf2. Stejným zp̊usobem jako v d̊ukazu
Věty 2.3 ukážeme, že posloupnost T1/nf je konvergentńı v BMO(RN) a tedy

‖Tijf‖BMO ≤ c‖f‖C(Ω) (3.24)

pro f ∈ C∞0 (Ω). Je zřejmé, že odhad (3.24) by bylo možné odvodit i pro
funkce f ∈ C(Ω).

Pro w ∈ L̃Φ1(Ω) plat́ı odhad ‖w‖H1 ≤
∫

Ω
Φ1(w) dx+ c (viz. [28, str. 33-

34] nebo [29, str. 57]). Nav́ıc prostor BMO(RN) je duálńı prostor k H1(RN)
a plat́ı nerovnost ([29, str. 142])∣∣∣∣∫

RN
vw dx

∣∣∣∣ ≤ ‖v‖BMO‖w‖H1 .

Odtud vyplývá pro řešeńı úlohy (3.17)–(3.20) odhad

‖v‖1,Ψ1 ≤ c‖f‖C(Ω) (3.25)

pro f ∈ C∞0 (Ω).
Pro každou funkci f ∈ L∞(Ω) existuje posloupnost funkćı {fm}∞m=1 taková,

že fm ∈ C∞0 (Ω) a fm → f v Lp(Ω) pro všechna p ∈ [1,∞). Pak posloup-
nost {gm}∞m=1, gm := fm − φ

∫
Ω
fm dx, kde

∫
Ω
φ dx = 1, konverguje rovněž

k funkci f a plat́ı nerovnost ‖gm‖∞ ≤ c‖f‖∞. Tato nerovnost plyne z kon-
strukce funkćı gm, při které použ́ıváme regularizátory. Z EΦ1-slabé konver-
gence funkćı ∇vm (resp. vybrané podposloupnosti) vyplývá, že∫

Ω

div vϕ dx =

∫
Ω

fϕ dx

pro každé ϕ ∈ C∞0 (Ω) a tedy

div v = f s.v. v Ω.
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Neńı problém ověřit, že posloupnost {vn}∞n=1 konverguje slabě k jedinému
limitńımu prvku, neboť z klasické teorie plyne silná konvergence v libovolném
prostoru W 1,p

0 (Ω) pro p ∈ (1,∞).
Dokázali jsme tedy s použit́ım Lemma 1.46 existenci řešeńı úlohy (3.17)–

(3.20), které splňuje nerovnost

‖v‖1,Ψ1 ≤ c‖f‖∞.

Nav́ıc operátor S generovaný úlohou (3.17)–(3.20) takový, že S(f) reprezen-
tuje řešeńı úlohy, je spojitý a lineárńı, což plyne z linearity operátoru S nad
Lp(Ω) pro p ∈ (1,∞) a tedy i nad L∞(Ω) a z nerovnosti (3.20). 2

Poznámka 3.8 Zmiňme zde ještě jednu metodu d̊ukazu odhadu

‖Tf‖M ≤ c‖f‖∞,

pro Youngovu funkci M(z) = ez − z − 1. Zde stač́ı využ́ıt tvaru konstanty
při odhadu singulárńıch integrál̊u nad prostory Lp(Ω). Z Calderónových-
Zygmundových podmı́nek totiž plyne pro náš singulárńı integrál odhad (viz.
[9. str. 90-91])

‖Tf‖p ≤ cp‖f‖p. (3.26)

Jestliže ukážeme, že existuje konstanta K taková, že( p
K

)p+2

≤ p!

pro p ∈ N \ {1}, pak z Taylorova rozvoje funkce M , z Leviho věty a z (3.26)
dostaneme∫

Ω

M

(
|Tf |

cK‖f‖∞

)
dx ≤ lim

n→∞

∫
Ω

n∑
p=2

1

p!

(
|Tf |

cK‖f‖∞

)p
dx

≤
∞∑
p=2

( p
K

)p 1

p!
≤ c

∞∑
p=2

1

p2
≤ c.

Zbytek pak plyne ihned z Luxemburgovy definice normy. Existenci konstanty
K ověř́ıme matematickou indukćı. Zmiňme jen jej́ı závěrečnou část. Tedy

(p+ 1)! = (p+ 1)p! ≥ (p+ 1)
( p
K

)p+2

.
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Zbývá ověřit

(p+ 1)
( p
K

)p+2

≥ p+ 1

K

(
p+ 1

K

)p+2

a tedy ekvivalentně

K ≥
(

1 +
1

p

)p(
1 +

1

p

)2

.

Jelikož limp→∞

(
1 + 1

p

)p
= e, tak takové K existuje a je omezené.

Důsledek 3.9 Nechť g ∈ L∞(Ω)N , div g ∈ LΨ1(Ω) a g · n|∂Ω = 0. Nechť
S je operátor generovaný úlohou (3.17)–(3.20) (t.j. S(f) = v). Pak funkce
S(div g) je dobře definovaná nad prostorem LΨ1(Ω) a vyhovuje následuj́ıćımu
odhadu

‖S(div g)‖Ψ1 ≤ c‖g‖∞. (3.27)

D ů k a z: Operátor S(div g) je dobře definovaný v prostoru Lp(Ω) pro p ∈
(1,∞). Nav́ıc existuje posloupnost {gn}∞n=1 ⊂ C∞0 (Ω) taková, že div gn →
div g v Lp(Ω) a gn → g v Lp(Ω)N pro libovolné p ∈ (1,∞) (viz. [9, str.
115]). Současně

‖S(div gn)‖Ψ1 ≤ c‖g‖∞ pro ∀n ∈ N

podle Věty 3.7. Pak existuje podposloupnost taková, že S(div gnk)
Φ1⇀ S

a jako d̊usledek linearity operátoru S dostáváme S(div gn) → S(div g) v
Lp(Ω). Odtud plyne S(div g) = S s.v. v Ω, neboť pro každé ε a pro každé
φ ∈ C∞0 (Ω) existuje n0 takové, že∣∣∣∣∫

Ω

(
S − S(div g)

)
φ dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
Ω

(
S − S(div gn0)

)
φ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω

(S(div g)− S(div gn0))φ dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
+
ε

2
. 2
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4 Existence řešeńı Navierových-Stokesových

rovnic pro prouděńı izotermálńıch stlačitelných

tekutin s nelineárńım tenzorem napět́ı a

jeho kvalitativńı vlastnosti

V této kapitole dokážeme existenci slabého řešeńı Navierových-Stokesových
rovnic popisuj́ıćıch prouděńı stlačitelných izotermálńıch tekutin s nelineárńım
tenzorem napět́ı a dále zde bude zodpovězena otázka ohledně stabilizace
řešeńı pro čas jdoućı k nekonečnu. Zkoumaný model se skládá z rovnic:

1. rovnice kontinuity

ρt + div (ρu) = 0 (4.1)

a

2. rovnice popisuj́ıćı rovnováhu moment̊u

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +∇ρ− divP (u) = ρf . (4.2)

Systém budeme studovat za okrajové podmı́nky Dirichletova typu

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ), T > 0, (4.3)

a počátečńı stav předeṕı̌seme podmı́nkami

ρ(x, 0) = ρ0(x) ≥ 0, x ∈ Ω, (4.4)

(ρu)(x, 0) = q0, x ∈ Ω, (4.5)

kde Ω je omezená oblast v RN a je tř́ıdy C2+µ pro µ > 0. Funkce ρ zde
znač́ı hustotu, u reprezentuje rychlostńı vektor, P (u) je tenzor napět́ı a f je
vněǰśı śıla. Co se týká tlaku, předpokládáme u izotermálńıch tekutin lineárńı
závislost tlaku na hustotě, t.j. p(ρ) = ρ (v normalizovaném tvaru).
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4.1 Existence řešeńı Navierových-Stokesových rovnic
pro prouděńı izotermálńıch stlačitelných tekutin s
nelineárńım tenzorem napět́ı.

Tato kapitola je inspirována článkem [7]. Ukážeme zde, že metodu použitou
v tomto článku lze aplikovat i na naše rovnice a že tato metoda dává lepš́ı
výsledky ohledně hustoty než bylo známo z [21] a [22]. Konkrétně lze ukázat,
že ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)) pro β > 2 s počátečńım stavem ρ0 ∈ LΦβ(Ω). V [21]
a [22] je dokázána existence slabého řešeńı pro př́ıpad β > 7/2.

4.1.1 Úvod

Nejdř́ıve systém (4.1)–(4.5) doplńıme podmı́nkami na tenzor napět́ı P . Pro
jednoduchost použijeme Youngovu funkciM (viz. Definice 1.30). Předpokládejme,
že tenzor P má tyto vlastnosti:

1. P je koercivńı. To znamená∫
Ω

P (v) : Dv dx ≥
∫

Ω

M(Dv) dx (4.6)

pro každou funkci v ∈ X;

2. P je monotónńı, tedy∫
Ω

(P (v)− P (w)) : (Dv −Dw) dx ≥ 0 (4.7)

pro libovolné funkce v a w z X;

3. P je omezený v následuj́ıćım smyslu∫
Ω

M(P (v)) dx ≤ c

(
1 +

∫
Ω

M(Dv) dx

)
(4.8)

pro všechny funkce v ∈ X a nechť P (v − εl)
M
⇀ P (v) pro ε → 0 a

všechny funkce v ∈ Y takové, že Dv ∈ L̃M(QT ), a l ∈ C∞0 (QT )N ;

4. P splňuje odhad ∫ T

0

∫
Ω

|P (v1)− P (v2)| dxdt
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≤ c(T, κ)

∫ T

0

‖Dv1(t)−Dv2(t)‖∞ dt (4.9)

pro vi ∈Mκ, kde i = 1, 2. Množina Mκ je definována následovně

Mκ := {v ∈ C([0, T ];W 1,2
0 (Ω)N) ∩ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)N);

‖v(t)‖∞ + ‖∇v(t)‖∞ ≤ κ pro všechna t ∈ [0, T ]};

5. pro posloupnost {Dun}∞n=1 ⊂ L̃M(QT ) takovou, že

Dun
M
⇀ Du v LM(QT )N×N

a ∫ T

0

∫
Ω

P (un) : Dun dxds ≤ c pro ∀n ∈ N,

plat́ı, že

lim
n→∞

inf

∫ t

0

∫
Ω

P (un) : Dun dxds ≥
∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds (4.10)

pro každé t ∈ [0, T ].

Př́ıklad tenzoru napět́ı P : Definujme tenzor P (v) následuj́ıćım zp̊usobem:

P (v) :=
M(Dv)Dv

|Dv|2
pro Dv 6= 0 a P (v) := 0 pro Dv = 0.

Pod́ıvejme se nyńı, zda jsou splněny všechny výše uvedené vlastnosti.

1. Koercivita je zřejmá.

2. Monotonie:∫
Ω

(P (v)− P (w)) : (Dv −Dw) dx =

∫
Ω

M(Dv)|Dv|2

|Dv|2
dx

+

∫
Ω

M(Dw)|Dw|2

|Dw|2
dx−

∫
Ω

M(Dv)

|Dv|2
Dw : Dv dx

−
∫

Ω

M(Dw)

|Dw|2
Dv : Dw dx = (∗).
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Z nerovnosti

|a1b1 + . . .+ anbn| ≤
√
a2

1 + . . .+ a2
n

√
b2

1 + . . .+ b2
n

plyne, že

(∗) ≥
∫

Ω

(
M(Dv)|Dv|
|Dv|2

− M(Dw)|Dw|
|Dw|2

)
(|Dv| − |Dw|) dx ≥ 0.

3. Pro omezenost stač́ı ověřit, že

ln

(
1 +

ez − z − 1

z

)
≤ z

pro z ≥ 0. To ale vyplývá z nerovnosti 1 + ez−z−1
z
≤ ez. Slabá konver-

gence ihned plyne ze silné konvergence v − εl a Lebesgueovy věty.

4. Nerovnost (4.9) plyne z toho, že funkce ez−z−1
z

má omezené derivace na
intervalu [0, κ]. Zřejmě(

ez − z − 1

z

)′
=
zez − z − ez + z + 1

z2

a použijeme-li jedenkrát l’Hospitalovo pravidlo, pak dostaneme

lim
z→0

zez − ez + 1

z2
= lim

z→0

ez

2
=

1

2
.

5. Slabá polospojitost zdola plyne ihned z G-diferencovatelnosti, konvex-
ity funkce M a následuj́ıćı nerovnosti

c ≥ lim
n→∞

inf

∫ t

0

∫
Ω

M(Dun) dxds

≥ lim
k→1+

lim
n→∞

inf

∫ t

0

∫
Ω

M

(
Dun
k

)
dxds

≥ lim
k→1+

(
lim
n→∞

inf
1

k

∫ t

0

∫
Ω

M1

(
Du

k

)
(Dun −Du) dxds

+

∫ t

0

∫
Ω

M

(
Du

k

)
dxds

)
=

∫ t

0

∫
Ω

M(Du) dxds,

kde M1(z) = e|z| − 1 a t ∈ [0, T ]. Limitńı přechod s pomoćı k voĺıme z
toho d̊uvodu, protože neńı zcela jasné, zda integrál

∫ t
0

∫
Ω
M1(Du)(Dun−

Du) dxds muśı být konečný.
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Je třeba zmı́nit, že daľśı postup plat́ı i pro jinak definované funkce M s r̊ustem
větš́ım než ez ale jen při zachováńı všech výše uvedených podmı́nek. Důvod,
proč požadujeme pro tenzor napět́ı exponenciálńı r̊usty, můžeme např́ıklad
nalézt v teorii o renormalizovaném řešeńı rovnice kontinuity v odhadu (4.16),
který vyžaduje právě takovou integrabilitu symetrické části gradientu vek-
toru rychlosti přes prostorové proměnné.

4.1.2 Renormalizované řešeńı rovnice (4.1)

Lemma 4.1 Nechť funkce u ∈ L1(0, T ;X) a ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)), pro
β > 2, jsou řešeńım rovnice (4.1) v prostoru D′(QT ). Prodlouž́ıme-li nulou
funkce ρ a u vně oblasti Ω, pak dostaneme, že rovnice

ρt + div (ρu) = 0 (4.11)

je splněna v prostoru D′(RN × (0, T )).

D ů k a z: K d̊ukazu lemma použijeme stejnou metodu jako v [7]. Definujme
funkci

ϑh(x) :=
1

hN
ϑ

(
|x|
h

)
, (4.12)

kde

ϑ ∈ C∞(R), supp ϑ ⊂ (−1, 1), ϑ ≥ 0, −
∫ 1

0

ϑ′(z)z dz = 1,

ϑ(−z) = ϑ(z), ϑ′(z) ≤ 0 pro každé z ≥ 0

a h ∈ (0, 1). Nechť g : R→ [0, 1] je nekonečně spojitě diferencovatelná funkce
s následuj́ıćımi vlastnostmi:

g(z) = 0 pro každé z ∈ (−∞, 1

4
], |g′(z)| ≤ 3 pro z ∈ (

1

4
,
3

4
)

a

g(z) = 1, jestliže z ∈ [
3

4
,∞).

Nakonec definujeme posloupnost funkćı {φm}∞m=1 takto:

φm := g(mϑh ∗ dist(x, ∂Ω)) pro 0 < h <
1

8m
,
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kde symbol ∗ znamená konvoluci a dist(x, ∂Ω) = 0 pro x ∈ RN \ Ω. Lze
snadno ověřit, že

0 ≤ φm ≤ 1 na Ω, φm = 1, jestliže dist(x, ∂Ω) ≥ 1

m
,

|∇φm(x)| ≤ Cm pro každé x ∈ Ω, φm ∈ C∞0 (Ω).

Vezmeme libovolnou funkci ϕ ∈ D(RN × (0, T )) a součin funkćı ϕφm jako
testovaćı funkci rovnice (4.1). Odtud

0 =

∫ T

0

∫
Ω

ρϕtφm + φmρu · ∇ϕ+ ϕρu · ∇φm dxdt.

Zbývá ověřit ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ϕρu · ∇φm dxdt

∣∣∣∣→ 0 pro m→∞.

Tato limita plyne z následuj́ıćıho odhadu∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
dist(x,∂Ω)≤ 1

m

ϕρu · ∇φm dxdt

∣∣∣∣∣ ≤ c

∫ T

0

∫
dist(x,∂Ω)≤ 1

m

ρ
|u|

dist(x, ∂Ω)
dxdt

≤ c

(
1

m

)∫ T

0

‖ρ(t)‖Φβ ,dist(x,∂Ω)≤ 1
m

∣∣∣∣∣∣∣∣ u(t)

dist(x, ∂Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψ2,dist(x,∂Ω)≤ 1

m

dt = I4.

Z Věty 8.4 v [14, str. 69] pro k = 1, ε = 0 a η = −p vyplývá, že

‖v‖p,dist(x,∂Ω),−p ≤ c‖v‖1,p,

kde konstanta c nezáviśı na p pro p ≥ 2. Z Tvrzeńı 1.38 a z Lemma 1.39 pak
plyne

I4 ≤ c

(
1

m

)∫ T

0

‖Du(t)‖M,dist(x,∂Ω)≤ 1
m
dt→ 0

pro m→∞. 2

Lemma 4.2 Nechť funkce ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)) pro β > 2 a u taková, že
Du ∈ LM(0, T ;LM(Ω)N×N), vyhovuj́ı rovnici (4.1) v prostoru D′(QT ). Po
prodloužeńı funkćı ρ a u nulou vně oblasti Ω definujme funkci ρh = ρ ∗ ϑh,
kde funkce ϑh byla definována v (4.12). Pak dostáváme, že

(ρh)t + div(ρhu) = rh s.v. v RN × (0, T ), (4.13)
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kde rh → 0 v prostoru LM(0, T ;LΦβ−2
(Ω)). Funkce ρ pak je renormalizované

řešeńı rovnice (4.1), t.j.

(b(ρ))t + div(b(ρ)u) + (ρb′(ρ)− b(ρ))div u = 0 v D′(QT ) (4.14)

pro libovolnou spojitě diferencovatelnou funkci b takovou, že b a b′ jsou omezené
na R+

0 .

D ů k a z: Vezmeme funkci ϕ(x, t) = ψ(t)ϑh(x − y) jako testovaćı funkci
rovnice (4.11), což vede na rovnici

(ρh)t + div (ρhu) = rh s.v. v RN × (0, T ), (4.15)

kde funkce rh má tvar

rh := div (ρhu)−∇ϑh ∗ (ρu)

a nebo v ekvivalentńım vyjádřeńı

rh = ρhdiv u +

∫
RN

(u(x)− u(y)) · ∇ϑh(x− y)ρ(y) dy.

Nyńı chceme ukázat, že rh → 0 v prostoru LM(0, T ;LΦβ−2
(Ω)). Nejdř́ıve ale

ukážeme omezenost funkćı rh právě v tomto prostoru. Technika odhadu je
následuj́ıćı ∣∣∣∣∫

Ω

w(x)ρh(x, t)div u(x, t) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖Du(t)‖M‖ρh(t)w‖Φ1

pro funkci w ∈ L̃Ψβ−2
(Ω) takovou, že

∫
Ω

Ψβ−2(w(x)) dx ≤ 1. Pro integrál z
definice funkce rh dostáváme∣∣∣∣∫

Ω

|w(x)|
∫

RN

|u(x, t)− u(x− z, t)|
|z|

· |∇ϑh(z)‖z|ρ(x− z, t) dzdx
∣∣∣∣

=

∫
RN
|∇ϑh(z)‖z|

∫
Ω

|u(x, t)− u(x− z, t)|
|z|

ρ(x− z, t)|w(x)| dxdz

≤
∫

RN
|∇ϑh(z)‖z|

∣∣∣∣∣∣∣∣ |u(·, t)− u(· − z, t)|
|z|

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψ2

‖ρ(· − z, t)w(·)‖Φ2 dz

≤ c sup
z∈RN

∣∣∣∣∣∣∣∣ |u(·, t)− u(· − z, t)|
|z|

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψ2

|||ρ(t)|||Φβ
∫

RN
|∇ϑh(z)‖z| dz

47



≤ c‖u(t)‖1,Ψ2|||ρ(t)|||Φβ
∫

RN
|∇ϑh(z)‖z|dz ≤ c‖Du(t)‖M |||ρ(t)|||Φβ . (4.16)

Při odvozováńı odhadu (4.16) jsme použili Lemma 1.40 a následuj́ıćı nerovnost

‖ρ(· − z, t)w(·)‖Φ2 ≤ ‖ρ(· − z, t)‖Φβ‖ww1‖Ψβ ≤ c|||ρ(t)|||Φβ

pro
∫

Ω
Ψ2(w1(x)) dx ≤ 1. Posledně zmı́něnou nerovnost odvod́ıme z odhadu∫

Ω

Φβ

(
ρ(x− z, t)

λ

)
dx ≤

∫
Ω

Φβ

(
ρ(y, t)

λ

)
dy pro λ > 0

d́ıky nulovému prodloužeńı ρ a definici Luxemburgovy normy spolu s nerovnost́ı∫
Ω

Ψβ(ww1) dx ≤ β − 2

β

∫
Ω

Ψβ(w
β
β−2 ) dx+

2

β

∫
Ω

Ψβ(w
β/2
1 ) dx

≤ c1

(∫
Ω

Ψβ−2(w) dx+

∫
Ω

Ψ2(w1) dx

)
+ c,

což plyne z Lemma 1.32. Tedy funkce rh ∈ LM(0, T ;LΦβ−2
(Ω)), jestliže

ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)).
Nyńı zbývá ukázat, že rh konverguje k nule v odpov́ıdaj́ıćım prostoru pro

h → 0+. Odtud pak plyne přechod k rovnici (4.14). Tento d̊ukaz lze ale
provést analogickým zp̊usobem jako v [18, str. 43] s použit́ım odhadu (4.16).
Odtud

‖rh‖LM (0,T ;LΦβ−2
(Ω)) = ‖div (ρhu)− (ρu) ∗ ∇ϑh‖LM (0,T ;LΦβ−2

(Ω)) → 0

pro h→ 0+.
Na závěr d̊ukazu uděláme malou poznámku k přechodu k rovnici (4.14).

Z rovnice (5.1) vyplývá následuj́ıćı rovnost∫ T

0

η′(t)

∫
Ω

ρ(x, t)φ(x) dxdt = −
∫ T

0

η(t)

∫
Ω

ρ(x, t)u(x, t)∇φ(x) dxdt

pro funkci η ∈ C∞0 (0, T ) a φ ∈ C∞0 (Ω). Odtud plyne, že funkce∫
Ω

ρ(x, t)φ(x) dx

je spojitá pro libovolné φ ∈ C∞0 (Ω) a tedy ρ ∈ C(0, T ;LweakΦβ
(Ω)).
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Po vynásobeńı (4.13) s h = hi výrazem b′(ρhi) a odečteńı rovnice pro
i = 1 od rovnice pro i = 2 dostaneme∣∣∣∣∫

Ω

(b(ρh1(x, t))− b(ρh2(x, t))φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤∫
Ω

|(b(ρh1(x, 0))− b(ρh2(x, 0))φ(x)| dx

+

∫ T

0

∫
Ω

|(b(ρh1(x, t))− b(ρh2(x, t))u(x, t) · ∇φ(x)| dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

|(ρh1b
′(ρh1)− ρh2b

′(ρh2) + b(ρh1)− b(ρh2))φ(x)div u| dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

|rh1 − rh2| dxdt.

Odtud dostáváme stejnoměrnou konvergenci∫
Ω

b(ρh(x, t))φ(x) dx→
∫

Ω

b(ρ(x, t))φ(x) dx

v prostoru C(0, T ). 2

Poznámka 4.3 [24] Nechť ζ ∈ W 1LM(Ω). Pak ze slabé formulace rovnice
kontinuity dostáváme∫

Ω

(Rε(θ(ρ(s))))tζ dx =
1

ε

∫
Ω

∫ ∞
0

φ′0

(
s− τ
ε

)
θ(ρ(τ))ζ dτdx

=

∫
Ω

(Rε(θ(ρ)u)) · ∇ζ dx−
∫

Ω

Rε((ρθ
′(ρ)− θ(ρ))div u)ζ dx

+
1

ε
φ0

(s
ε

)∫
Ω

ρ0ζ dx, s > 0.

Operátor Rε je definovaný takto

(Rεv(t)) :=

∫ ∞
−∞

φε(t− s)v(s) ds :=
1

ε

∫ ∞
−∞

φ0

(
t− s
ε

)
v(s) ds,

kde supp φ0 ⊂ (−1, 1),
∫∞
−∞ φ0(s) ds = 1, φ0 ≥ 0 a φ0 ∈ C∞(R).
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4.1.3 Faedo-Galerkinova aproximace

Nejdř́ıve budeme zkoumat řešitelnost následuj́ıćıho systému rovnic

ρt + div (ρu) = ε∆ρ, (4.17)

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +∇ρ− divP (u) + ε∇ρ∇u = ρf , (4.18)

kde ε je kladné, pevně zvolené č́ıslo. Systém (4.17)–(4.18) doplńıme okra-
jovými podmı́nkami

∇ρ · n|∂Ω = 0, u|∂Ω = 0, (4.19)

kde n je vněǰśı normála oblasti Ω, a počátečńı stav předeṕı̌seme takto

ρ|t=0 = ρ0 ∈ C2+µ(Ω), µ > 0, ρ0 > 0 v Ω, (4.20)

(ρu)|t=0 = q0 ∈ C2(Ω). (4.21)

4.1.4 Řešitelnost úlohy (4.17), (4.19), (4.20)

Tvrzeńı 4.4 [7] Nechť u ∈ C([0, T ];C2(Ω)N) a ρ0 je pevně zvolená funkce
splňuj́ıćı podmı́nku (4.20) a nechť Ω je tř́ıdy C2+µ. Pak existuje zobrazeńı

S : C([0, T ];C2(Ω)N) 7→ C([0, T ];C2+µ(Ω))

s následuj́ıćımi vlastnostmi:

• ρ = S(u) je jediné klasické řešeńı úlohy (4.17), (4.19), (4.20);

•
[inf
ξ∈Ω

ρ0(ξ)]e−
∫ t
0 ‖div u(s)‖∞ ds ≤ S(u)(x, t)

≤ [sup
ξ∈Ω

ρ0(ξ)]e
∫ t
0 ‖div u(s)‖∞ ds (4.22)

pro všechna t ∈ [0, T ] a x ∈ Ω;

•

max
t∈[0,T ]

‖S(u)(t)‖1,2 + ‖S(u)‖L1(0,T ;W 2,2(Ω)) ≤ c(T, ε, ρ0, ‖∇u‖∞); (4.23)

•

‖S(u1)− S(u2)‖C([0,T ];W 1,2(Ω)) ≤ Tc(κ)‖u1 − u2‖C([0,T ];W 1,2
0 (Ω)) (4.24)

pro libovolné funkce u1 a u2 takové, že ui ∈Mκ ∩ C([0, T ];C2(Ω)N).
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4.1.5 Faedo-Galerkinovo aproximačńı schéma

Nyńı použijeme Faedo-Galerkinovo aproximačńı schéma k d̊ukazu řešitelnosti
rovnice (4.18). Vezmeme vlastńı funkce ψn Laplaceova operátoru v oblasti Ω
definované úlohou

−∆ψn = λnψn, ψn|∂Ω = 0.

Posloupnost funkćı {ψn}∞n=1 tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru L2(Ω). Tyto
funkce jsou nav́ıc navzájem kolmé v prostoru W 1,2

0 (Ω) a plat́ı, že

ψn ∈ C2(Ω) ∩ C∞(Ω).

Definujme konečně dimenzionálńı prostor

Xn = [span{ψj}nj=1]N .

Nyńı hledáme funkci un ∈ C([0, T ];Xn), která je řešeńım rovnice∫
Ω

ρn(t)un(t) · ψ dx−
∫

Ω

q0 · ψ dx =

∫ t

0

∫
Ω

[divP (un)

−div (ρnun ⊗ un)−∇ρn − ε∇ρn∇un + ρnf ]ψ dxds (4.25)

pro každé t ∈ [0, T ], libovolnou funkci ψ ∈ Xn a pro ρn(t) = S(un(t)).
Definujme množinu operátor̊u

M[ρ] : Xn 7→ X ′n, 〈M[ρ]v,w〉 =

∫
Ω

ρv ·w dx, (ρ ∈ L1(Ω), ρ ≥ η > 0).

Tyto operátory jsou lineárńı a invertovatelné d́ıky kladnosti funkce ρ v oblasti
Ω a tedy plat́ı odhad

‖M−1[ρ]‖L(X′n,Xn) ≤ ( inf
x∈Ω

ρ(x))−1.

Nav́ıc operátory M−1[ρ] splňuj́ı identitu

M−1[ρ1]−M−1[ρ2] =M−1[ρ2] (M[ρ2]−M[ρ1])M−1[ρ1].

Odtud vyplývá, že zobrazeńı, které zobrazuje prostor L1(Ω) do prostoru
L(X ′n, Xn), dané předpisem

ρ 7→ M−1[ρ]
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je dobře definováno a splňuje nerovnost

‖M−1[ρ1]−M−1[ρ2]‖L(X′n,Xn) ≤ c(η, κ)‖ρ1 − ρ2‖1 (4.26)

pro libovolné funkce ρ1 a ρ2 z množiny

Nη = {ρ ∈ L1(Ω); inf
x∈Ω

ρ(x) ≥ η > 0}.

Konstanta c(η, κ) má tvar c(η, κ) = 1
η2 e

2Tκ, jestliže ρ = S(v) pro v ∈Mκ (viz.

odhad (4.22)). Použit́ım operátoruM můžeme identitu (4.25) přeformulovat
následuj́ıćım zp̊usobem

un(t) =M−1[ρn]

(
q∗0 +

∫ t

0

N [ρn(s),un(s)] ds

)
, (4.27)

kde

〈q∗0, ψ〉 =

∫
Ω

q0ψ dx

a
〈N [ρn,un], ψ〉 =∫

Ω

[divP (un)− div (ρnun ⊗ un)−∇ρn − ε∇ρn∇un + ρnf ]ψ dx

pro každou funkci ψ ∈ Xn.

Lemma 4.5 Nechť f ∈ L̃Ψβ/q(QT ) pro nějaké q > 1 a β > 2. Pak existuje
řešeńı un ∈ C([0, T ];Xn) úlohy (4.25) takové, že

ρn = S(un) ∈ C([0, T ];C2+µ(Ω)) pro µ > 0 a každé n ∈ N

a toto řešeńı splňuje následuj́ıćı odhady

max
t∈[0,T ]

‖ρn(t)‖Φγ ≤ c(ρ0,q0, γ), ∀γ > 1, (4.28)∫ T

0

∫
Ω

M(Dun) dxdt ≤ c(ρ0,q0), (4.29)

max
t∈[0,T ]

‖√ρnun(t)‖2
2 ≤ c(ρ0,q0), (4.30)

ε

∫ T

0

∫
Ω

|∇ρn|2

ρn
dxdt ≤ c(ρ0,q0), (4.31)

ε

∫ T

0

∫
Ω

Φ′′γ(ρn)|∇ρn|2 dxdt ≤ c(ρ0,q0, γ). (4.32)
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Všechny výše uvedené odhady nezáviśı na n a funkce ρn, un nav́ıc splňuj́ı
energetickou identitu ve tvaru

E[ρn,un](t) +

∫ t

0

∫
Ω

P (un) : Dun dxds+ ε

∫ t

0

∫
Ω

|∇ρn|2

ρn
dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

ρnf · un dxds+ E[ρ0,q0] (4.33)

pro každé t ∈ [0, T ], kde

E[ρn,un](t) :=

∫
Ω

(
1

2
ρn(t)|un(t)|2 + ρn(t)ln ρn(t)

)
dx

a

E[ρ0,q0] :=

∫
Ω

(
1

2

|q0|2

ρ0

+ ρ0ln ρ0

)
dx.

D ů k a z: Na základě (4.27) definujme operátor T , T : Xn 7→ Xn, t́ımto
zp̊usobem:

T (vn)(t) =M−1[S(vn(t))]

(
q∗0 +

∫ t

0

N [S(vn(s)),vn(s)] ds

)
. (4.34)

Nejdř́ıve ukážeme, že operátor T zobrazuje C([0, T (n, κ)];Xn) do prostoru
C([0, T (n, κ)];Xn) pro dostatečně malý čas T (n, κ) a současně, že se jedná
na tomto intervalu o kontraktivńı operátor na množině Xn ∩ Mκ. Mějme
pevné funkce ρ0 a q0, které splňuj́ı podmı́nky (4.19)–(4.21), a libovolnou ale
pevnou konstantu η̃ > 0 takovou, že ρ0(x) ≥ η̃ pro libovolné x ∈ Ω. Pak
plat́ı následuj́ıćı odhad

‖T (vn)(t)‖Xn ≤
eTκ

η̃

(
‖q∗0‖X′n + δ(T )c(κ)

)
pro t ∈ [0, T ], libovolnou funkci vn ∈ C([0, T ];Mκ ∩ Xn) a δ(T ) takové, že
δ(T )→ 0 pro T → 0. Při odvozeńı odhadu postupujeme tak, že nejdř́ıve na
základě definice (4.34) operátoru T źıskáme nerovnost

‖T (vn)(t)‖Xn ≤ ‖M−1[S(vn(t))]‖L(X′n,Xn)×∥∥∥∥q∗0 +

∫ t

0

N [S(vn(s)),vn(s)] ds

∥∥∥∥
X′n
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a integrál
∫ t

0
〈N [S(vn(s)),vn(s)], ψ〉 ds odhadneme pomoćı odhad̊u jednotlivých

integrál̊u, které ho tvoř́ı. Tedy∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

divP (vn)ψ dxds

∣∣∣∣ ≤ ‖∇ψ‖∞ ∫ t

0

∫
Ω

|P (vn)| dxds ≤ Tc(κ)‖∇ψ‖∞

viz. (4.8),∣∣∣∣ε∫ t

0

∫
Ω

∇S(vn)∇vnψ dxds

∣∣∣∣ ≤ Tεκ‖ψ‖∞‖∇S(vn)‖L∞(0,T ;L1(Ω))

≤ T‖ψ‖∞c(T, ε,Ω, ρ0, κ)

viz. (4.23),∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

div (S(vn)vn ⊗ vn)ψ dxds

∣∣∣∣ ≤ Tcκ2‖∇ψ‖∞
∫

Ω

ρ0 dx,∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

∇S(vn) · ψ dxds

∣∣∣∣ ≤ T‖∇ψ‖∞
∫

Ω

ρ0 dx

a konečně ∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

S(vn)fψ dxds

∣∣∣∣
≤ cδ(T )‖f‖Ψβ ,QT ‖ψ‖∞‖S(vn)‖L∞(0,T ;LΦβ

(Ω)) ≤ δ(T )c(T, ε,Ω, ρ0, κ).

Polož́ıme-li T = T (n, κ) pro T (n, κ) dostatečně malé, pak plat́ı nerovnost

‖T (vn)(t)‖Xn ≤
eT (n,κ)κ

η̃

(
‖q∗0‖X′n + δ(T (n, κ))c(κ)

)
≤ κ

pro každé t ∈ [0, T (n, κ)].
Nyńı ověř́ıme kontraktivnost. Z následuj́ıćıch odhad̊u bude zřejmé, že ob-

dobným zp̊usobem by se dokázala i spojitost. Výše zmı́něná kontraktivnost
je d̊usledkem nerovnost́ı (4.9), (4.24) a (4.26), které nám umožňuj́ı odvodit
následuj́ıćı odhad

‖T (v1
n)(t)− T (v2

n)(t)‖Xn =∥∥∥∥M−1[S(v1
n(t))]

(
q∗0 +

∫ t

0

N [S(v1
n(s)),v1

n(s)] ds

)
−M−1[S(v2

n(t))]

(
q∗0 +

∫ t

0

N [S(v2
n(s)),v2

n(s)] ds

)∥∥∥∥
Xn
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≤
∥∥∥M−1[S(v1

n(t))]−M−1[S(v2
n(t))]

∥∥∥
L(X′n,Xn)

(
‖q0‖X′n + δ(T (n, κ))c(κ)

)
+
∥∥∥M−1[S(v2

n(t))]
∥∥∥
L(X′n,Xn)

δ(T (n, κ))c(κ)‖v1
n − v2

n‖1,2

≤ δ(T (n, κ))c(κ)eT (n,κ)κ‖v1
n − v2

n‖1,2. (4.35)

Pak podle Banachovy věty o pevném bodě existuje jediné řešeńı rovnice
(4.25) pro t ∈ [0, T (n, κ)].

Předpokládejme na okamžik, že funkce un řeš́ı rovnici (4.25) na intervalu
[0, T ] a ρn = S(un). V rovnici (4.25) zvoĺıme ψ = un(t), což vede po úpravě

s pomoćı rovnice kontinuity testované funkćı
|un|2

2
na identitu∫

Ω

1

2
ρn|un|2 dx+

∫ t

0

∫
Ω

P (un) : Dun dxds

−
∫ t

0

∫
Ω

ρndiv un dxds =

∫ t

0

∫
Ω

ρnf · un dxds+

∫
Ω

1

2

|q0|2

ρ0

dx. (4.36)

Z klasické teorie parabolických rovnic (viz. [17]) lze odvodit, že funkce d
dt
ρn

a ∆ρn nálež́ı do prostoru Lr1(QT ) pro nějaké r1 > 1. Rovnici kontinuity pak
přeṕı̌seme na tvar (po přenásobeńı funkćı θ′k(ρn(t)))∫

Ω

θk(ρn(t)) dx−
∫

Ω

θk(ρ0) dx+

∫ t

0

∫
Ω

(ρnθ
′
k(ρn)− θ(ρn))div un dxds

= −ε
∫ t

0

∫
Ω

|∇ρn|2θ′′k(ρn) dxds, (4.37)

kde θk(z) ↑ zln z pro k → ∞. Odtud a z (4.36) pak už snadno plyne ener-
getická identita (4.33).

Po otestováńı rovnice (4.17) s u = un a ρ = ρn funkćı Φ′γ(ρn) dostaneme

d

dt

∫
Ω

Φγ(ρn(t)) dx+ ε

∫
Ω

|∇ρn(t)|2Φ′′γ(ρn(t)) dx

=

∫
Ω

(Φγ(ρn(t))− ρnΦ′γ(ρn(t)))div un(t) dx

≤
∫

Ω

M(div un(t)) dx+ c+

∫
Ω

Φγ(ρn(t)) dx.
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Při odvozeńı tohoto odhadu jsme použili nerovnost Φ1(zΦ′γ(z) − Φγ(z)) ≤
Φγ(z) + c, která plat́ı pro všechna z ≥ 0 a γ > 1. Z Gronwallova lemma pak
vyplývá, že

max
t∈[0,T ]

∫
Ω

Φγ(ρn(t)) dx ≤ c1(T )

(∫
Ω

Φγ(ρ0) dx+

K +

∫ T

0

∫
Ω

M(Dun) dxdt

)
. (4.38)

Nyńı zkoumejme pravou stranu energetické rovnosti:∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρnun · f dxdt
∣∣∣∣ ≤ c1(p)

∫ T

0

∫
Ω

ρn|un|p dxdt

+c2(p)

∫ T

0

∫
Ω

ρn|f |p
′
dxdt ≤ c1(p)

∫
Ω

ρ0 dx

∫ T

0

‖un(t)‖p∞ dt

+Tc3(p) max
t∈[0,T ]

∫
Ω

Φβ(ρn(t)) dx+ c4(p)

∫ T

0

∫
Ω

Ψβ(c5(p)|f |p′) dxdt

≤ c6(p, ρ0)

∫ T

0

∫
Ω

M(Dun) dxdt+ Tc3(p) max
t∈[0,T ]

∫
Ω

Φβ(ρn(t)) dx

+K(T, p, ρ0, q) + c5(p)

∫ T

0

∫
Ω

Ψβ(|f |p′r) dxdt, (4.39)

kde p′r = q a ci, i = 1, . . . , 6, jsou vhodně zvolené konstanty takové, že c3

a c6 jsou dostatečně malé. Pro odhad funkce f jsme při posledńım kroku
použili konvexitu Ψβ spolu s Youngovou nerovnost́ı ab ≤ ap/p + bp

′
/p′, kde

p ∈ (1,∞) a 1/p + 1/p′ = 1. Nerovnost (4.39) spolu s odhadem (4.38) a
energetickou identitou nám umožňuje odvodit odhad pro posloupnost funkćı
un, který je stejnoměrný v prostoru Y . Odtud a z (4.6) vyplývá, že∫ T

0

∫
Ω

M(Dun) dxdt ≤ c(ρ0,q0). (4.40)

Poněvadž dimenze prostoru Xn je konečná, vyplývá z (4.22) existence kon-
stanty η = η(n, ρ0,q0) takové, že

0 < η(n) ≤ ρn(x, t) ≤ 1

η(n)
pro všechna t ∈ [0, T ] a x ∈ Ω. (4.41)
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Odhady (4.30) a (4.31) pak dostaneme ihned z energetické identity a z odhad̊u
(4.38) a (4.39). Z (4.30) a z (4.41) dohromady s konečnou dimenźı prostoru
Xn (tedy z ekvivalence všech norem nad konečně dimenzionálńımi prostory)
vyplývá ∫ T

0

‖un(t)‖∞ + ‖∇un(t)‖∞ dt ≤ c(n, ρ0, q0). (4.42)

Analogicky

‖ρnun‖X′n ≤ c(n)

∫
Ω

ρn|un| dx ≤ C(ρ0, n).

Nyńı se vraťme k d̊ukazu existence řešeńı. V daľśım kroku předeṕı̌seme
počátečńı podmı́nku t́ımto zp̊usobem

ρ(x, 0) = ρ(x, T (n, κ)) a (ρnun)(x, 0) = (ρu)(x, T (n, κ)).

Pak stejným postupem pro dostatečně velké κ s použit́ım odhad̊u (4.41) a
(4.42) odvod́ıme odhady

‖T (vn)(t)‖Xn ≤
e2(T (n,κ)c(n,ρ0,q0)+(T1(n,κ)−T (n,κ))κ)

η̃2

× (C(ρ0, n) + δ(T1(n, κ)− T (n, κ))c(κ)) (4.43)

a
‖T (v1

n)(t)− T (v2
n)(t)‖Xn ≤

δ(T1(n, κ)− T (n, κ))c(κ)eT (n,κ)c(n,ρ0,q0)+(T1(n,κ)−T (n,κ))κ‖v1
n − v2

n‖1,2 (4.44)

pro t ∈ [T (n, κ), T2(n, κ)], kde T2(n, κ) := T (n, κ) + T1(n, κ). Tedy operátor
T je opět kontraktivńı zobrazeńı z C([T (n, κ), T2(n, κ)];Xn) do prostoru
C([T (n, κ), T2(n, κ)];Xn). Opakujeme-li tento postup, potom po konečně
mnoha kroćıch dokážeme existenci řešeńı rovnice (4.25) na intervalu [0, T ].

2

Důkaz následuj́ıćıho lemma je proveden za předpokladu, že N = 3. V
kapitole 5.1.6 ukážeme, že toto lemma plat́ı i pro ostatńı dimenze.

Lemma 4.6 Nechť Ω je omezená oblast tř́ıdy C2+µ. Dále předpokládejme,
že funkce ρ0 a q0 splňuj́ı podmı́nky (4.20) a (4.21). Nechť f ∈ L̃Ψβ/q(QT ) pro
nějaká β > 2 a q > 1. Pak existuje slabé řešeńı (ρ,u) úlohy (4.17)–(4.21)
takové, že

u ∈ Y a ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,2(Ω)).
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Toto řešeńı nav́ıc vyhovuje následuj́ıćım odhad̊um

‖ρ‖L∞(0,T ;LΦγ (Ω)) ≤ c(ρ0, q0, γ), ∀γ ≥ 1, (4.45)∫ T

0

∫
Ω

M(Du) dxdt ≤ c(ρ0,q0), (4.46)

‖√ρu‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ c(ρ0,q0), (4.47)

ε

∫ T

0

∫
Ω

(2δ + ρ)|∇ρ|2

(δ + ρ)2
dxdt ≤ c(ρ0,q0), (4.48)

kde konstanty na pravých stranách jsou nezávislé na ε a δ, kde δ ∈ (0, 1) je
libovolná, ale pevně zvolená konstanta. Počátečńı podmı́nka (4.20) je splněna
ve smyslu prostoru C([0, T ];Lq(Ω)), q < 2N

N−2
, a počátečńı podmı́nka (4.21) v

C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)N). Řešeńı splňuje energetickou nerovnost

E[ρ,u, δ](t) + (1− δ)
∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds+ ε

∫ t

0

∫
Ω

(2δ + ρ)|∇ρ|2

(δ + ρ)2
dxds

≤
∫ t

0

∫
Ω

ρf · u dxds+ E[ρ0,q0, δ] + c(QT )δ (4.49)

pro s.v. t ∈ [0, T ], kde

E[ρ,u, δ](t) :=

∫
Ω

(
1

2
ρ(t)|u(t)|2 + ρ(t)ln (ρ(t) + δ)

)
dx

a

E[ρ0,q0, δ] :=

∫
Ω

(
1

2

|q0|2

ρ0

+ ρ0ln (ρ0 + δ)

)
dx.

Nav́ıc existuje r1 > 1 takové, že

ρt, ∆ρ ∈ Lr1(QT ), (4.50)

a rovnice (4.17) je splněna ve smyslu skoro všude na QT .

D ů k a z: Do nerovnosti (viz. [11])

‖h‖q ≤ c
(
‖h‖1 +m‖∇h‖αm‖h‖(1−α)

r

)
, (4.51)

kde α = (1/r − 1/q)(1/r − 1/m + 1/N)−1 < 1, dosad́ıme h =
√
ρn, q = 5,

m = 2, r = 2, N = 3 a α = 9
10

. Odtud a z (4.31) lze odvodit stejnoměrnou
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omezenost funkćı ρn v L
10
9 (0, T ;L5/2(Ω)). Po přenásobeńı rovnice (4.17)

funkćı ρn a integraci dostaneme

‖ρn(t)‖2
2 + 2ε

∫ t

0

‖∇ρn(s)‖2
2 ds = −2

∫ t

0

∫
Ω

div un|ρn|2 dxds+ ‖ρ(0)‖2
2.

Nyńı s použit́ım (4.29) a Youngovy nerovnosti dostáváme, že∣∣∣∣2 ∫ t

0

∫
Ω

div un|ρn|2 dxds
∣∣∣∣ ≤ c+

9

10

∫ t

0

∫
Ω

|ρn|
10
9 |ρn|

10
9 dxds

≤ c+
9

10

∫ t

0

(∫
Ω

|ρn|2 dx
) 1

2
10
9
(∫

Ω

|ρn|
5
2 dx

) 2
5

10
9

ds

≤ c+
9

10
‖ρn‖

10
9

L∞(0,T ;L2(Ω))‖ρn‖
10
9

L
10
9 (0,T ;L

5
2 (Ω))

a tedy zřejmě jsou funkce∇ρn omezené v L2(0, T ;L2(Ω)) a ρn v L∞(0, T ;L2(Ω))
nezávisle na n.

Dále je třeba si uvědomit, že funkce d
dt
ρn a ∆ρn jsou omezeny nezávisle

na n v prostoru Lr1(QT ) pro nějaké r1 > 1. To je d̊usledek Lemma 4.5 z [7],
jehož d̊ukaz je založen na odhadu členu div (ρnun) ve vhodném prostoru a na
klasické teorii parabolických rovnic. V našem př́ıpadě odhadneme člen ∇ρn ·
un v prostoru Lr2(0, T ;L2(Ω)), pro r2 < 2, a člen ρndiv un v LM(0, T ;L2(Ω)).

Nyńı podle Lions-Aubinova lemma ρn → ρ silně v C([0, T ];Lq(Ω)) pro
q < 2N

N−2
a slabě v L2(0, T ;W 1,2(Ω)), omeźıme-li se na vhodně vybrané pod-

posloupnosti. Dále vid́ıme, že Dun
M
⇀ Du v LM(QT )N×N a nav́ıc Dun

jsou omezené a ∗-slabě konvergentńı v LM(0, T ;LM(Ω)N×N), viz. d̊ukaz

Lemma 1.47, kde jsme dokázali, že jestliže ϕ ∈ L̃Φ1(0, T ) a ψ ∈ L̃Φ1(Ω),

tak ϕψ ∈ L̃Φ1(QT ). Dále P (un)
M
⇀ P v LM(QT )N×N a ρnun → ρu ∗-slabě

v LM(0, T ;Lr(Ω)N) pro r < q. Posledńı konvergence plyne z následuj́ıćıho
odhadu ∣∣∣∣∫ T

0

φ1(t)

∫
Ω

(ρn − ρ)unφ2(x) dxdt

∣∣∣∣
≤
∫ T

0

|φ1(t)|‖ρn(t)− ρ(t)‖q‖φ2‖q′‖un(t)‖∞ dt

≤ ‖ρn − ρ‖C(0,T ;Lq(Ω))‖φ2‖q′‖Dun‖LM (0,T ;LM (Ω))‖φ1‖M
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a pro druhý integrál ∫ T

0

φ1(t)

∫
Ω

ρ(u− un)φ2(x) dxdt

stač́ı použ́ıt EM -slabou konvergenci un v LM(QT )N . Omezenost posloupnosti
tenzor̊u {ρnun⊗ un}∞n=1 v LΨ2p(0, T ;Lq(Ω)N×N) pro q < 2N

N−2
a p > N plyne

z odhadu∫ T

0

φ1(t)

(∫
Ω

(
ρn|un|2

)q
dx

)1/q

dt ≤ c

∫ T

0

|φ(t)|‖un(t)‖2
∞ dt

≤ c

∫ T

0

|φ(t)|‖Dun(t)‖2
p dt.

Nyńı ukážeme ∗-slabou konvergenci ρnun ⊗ un k funkci ρu ⊗ u v prostoru
LΨ2p(0, T ;Lq(Ω)N×N). Nejdř́ıve dokažme stejnoměrnou omezenost d

dt
(ρnun)

v LΦ1/α
(0, T ;W−1LΦ1/2

(Ω)), α > 2. Ta je ale d̊usledkem rovnice (4.18). Po

otestováńı funkćı φ ∈ C∞0 (0, T ) a ψ ∈ W 1
0LΨ1/2

(Ω) s použit́ım Lemma 1.47
stač́ı odhadnout jen “nejhorš́ı” člen∣∣∣∣∫ T

0

φ(t)

∫
Ω

P (un) : Dψ(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤ c‖ψ‖1,Ψ1/2
×

‖φ‖Ψ1/2

(∫ T

0

∫
Ω

M(P (un)) dxdt+ 1

)
.

Zbytek plyne z definice normy v Orliczových prostorech, hustoty C∞0 (0, T ) v
EΨ1/2

(0, T ) a z vnořeńı

LΨ1/α
(0, T ) ↪→ EΨ1/2

(0, T ) pro α > 2.

Odtud plyne, že ρnun → ρu v C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)N). To vede ke konver-
genci funkćı ρnun⊗un k funkci ρu⊗u v prostoru D′(QT ) a d́ıky omezenosti
ke ∗-slabé konvergenci v LΨ2p(0, T ;Lq(Ω)), kde q < 2N

N−2
a p > N . Nyńı jen

zopakujme, že v souvislosti s počátečńımi podmı́nkami jsme z vět o kom-
paktńım vnořeńı nad Bochnerovými prostory (viz. [27]) odvodili následuj́ıćı
konvergence

ρn → ρ v prostoru C([0, T ];Lq(Ω)) pro q <
2N

N − 2
, (4.52)
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ρnun → ρu v prostoru C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)N) (4.53)

a z omezenosti ρnun v L∞(0, T ;Lβ/2(Ω)N) pak plyne, že

ρnun → ρu v C([0, T ];LweakΦβ/2
(Ω)N). (4.54)

Výše zmı́něná omezenost plyne z (4.28), (4.30) a z odhadu∫
Ω

Φβ/2(ρnun) dx =

∫
Ω

lnβ/2(1 + ρn|un|) dx

+

∫
Ω

ρn|un|lnβ/2(1 + ρn|un|) dx ≤ c+

∫
Ω

ρn|un| dx+

∫
Ω

ρn|un|2dx

+

∫
Ω

ρnlnβ(1 + ρn|un|) dx ≤ c

(∫
Ω

Ψβ

(
lnβ(ρn|un|)

)
dx+ 1

)
≤ c.

Přenásobeńım rovnice (4.17) s u = un a ρ = ρn funkćı ρn a integrováńım per
partes dostáváme

‖ρn(t)‖2
2 + 2ε

∫ t

0

‖∇ρn(s)‖2
2 ds = −

∫ t

0

∫
Ω

div un|ρn|2 dxds+ ‖ρ(0)‖2
2.

Použit́ım stejného postupu pro limitńı stav “n =∞” źıskáme rovnici

‖ρ(t)‖2
2 + 2ε

∫ t

0

‖∇ρ(s)‖2
2 ds = −

∫ t

0

∫
Ω

div u|ρ|2 dxds+ ‖ρ(0)‖2
2.

Odtud d́ıky EM -slabé konvergenci funkćı div un v prostoru LM(QT ) a silné
konvergenci ρn v C(0, T ;Lq(Ω)) pro q < 2N

N−2
dostáváme

‖∇ρn‖2,QT → ‖∇ρ‖2,QT a ‖ρn(t)‖2,Ω → ‖ρ(t)‖2,Ω

pro všechna t ∈ [0, T ], což vede k silné konvergenci funkćı ∇ρn v L2(QT ).
Odtud plyne

∇ρn∇un → ∇ρ∇u v D′(QT ).

Důsledkem výše uvedeného postupu je, že ∇ρn → ∇ρ a ρn → ρ skoro všude
v oblasti QT (po přechodu k vybrané podposloupnosti) a tedy

(2δ + ρn)|∇ρn|2

(ρn + δ)2
→ (2δ + ρ)|∇ρ|2

(ρ+ δ)2
s.v. v QT
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pro δ ∈ (0, 1) libovolné ale pevné. Použijeme-li nyńı Fatouova lemma,
dostaneme

lim
n→∞

inf

∫ t

0

∫
Ω

(2δ + ρn)|∇ρn|2

(ρn + δ)2
dxds ≥

∫ t

0

∫
Ω

(2δ + ρ)|∇ρ|2

(ρ+ δ)2
dxds

pro každé t ∈ [0, T ]. Odhad (4.45) je opět d̊usledek Gronwallova lemma (viz.
(4.38)).

Zbývá ve vhodném smyslu ztotožnit tenzor P s tenzorem P (u). K d̊ukazu
použijeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 4.7 Mějme libovolné funkce ρ a u splňuj́ıćı rovnice (4.17)–(4.18) s
tenzorem napět́ı P mı́sto P (u). Nechť

ρ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,2(Ω)),

u ∈ Y, Du ∈ L̃M(QT ) a P ∈ LM(QT )N×N .

Pak tyto funkce splňuj́ı ve smyslu distribućı identitu

d

dt

∫
Ω

1

2
ρ|u|2 dx+

∫
Ω

P : Du dx−
∫

Ω

ρdiv u dx =

∫
Ω

ρu · f dx. (4.55)

D ů k a z: Tento d̊ukaz použ́ıvá myšlenku z [22]. Definujme Steklovovu funkci

uξ+(x, t) := ξ−1

∫ t+ξ

t

u(x, s) ds.

Dále označme

ψξ−(x, t) := ξ−1

∫ t

t−ξ
ψ(x, s) ds.

Po otestováńı rovnice (4.17) funkćı
|uξ+|2

2
φη(s) a rovnice (4.18) funkćı uξ+φη(s),

kde φ ∈ C1
0(0, t− η), η > ξ, dostáváme∫ t

0

∫
Ω

ρ∂s

(
|uξ+|2

2
φη(s)

)
dxds = −

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρ(u · ∇)
|uξ+|2

2
dxds

+ε

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

∇ρ∇(|uξ+|2)

2
dxds
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a

−
∫ t

0

∫
Ω

ρu∂s

(
uξ+φη(s)

)
dxds =

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

(ρu⊗u) : Duξ+ + ρdiv uξ+ dxds

−
∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

P : Duξ+ − ε(∇ρ∇u) · uξ+ + ρf · uξ+ dxds.

Sečteńım obou identit dostaneme∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρuξ+ · ∂su
ξ
+ − ρu · ∂su

ξ
+ dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

ρ(uξ+ · u)∂sφη(s) dxds−
∫ t

0

∫
Ω

ρ
|uξ+|2

2
∂sφη(s) dxds

+

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρ

N∑
i,j=1

uj
∂(ui)

ξ
+

∂xj
(ui − (ui)

ξ
+) dxds

+ε

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

N∑
i,j=1

∂

∂xj
ρ
∂

∂xj
((ui)

ξ
+ − ui)(ui)

ξ
+ + ρdiv uξ+ dxds

−
∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

P : Duξ+ + ρf · uξ+ dxds. (4.56)

Zbytek je d̊usledkem EM -slabé konvergence Duξ+ k funkci Du v prostoru
LM(QT )N×N (ξ → 0) a silné konvergence v EΨγ (QT )N×N pro γ > 1, což
plyne z Tvrzeńı 1.27 a z [15, str. 179]. EM -slabá konvergence plyne po
nulovém prodloužeńı z nerovnosti∣∣∣∣∫

Qt

(Duξ+ −Du)ψ dxds

∣∣∣∣ ≤ c‖ψξ− − ψ‖Φ1 + c(ξ, ψ),

neboť Φ1 splňuje ∆2-podmı́nku (viz. [15, str. 179]) a c(ξ, ψ) → 0 pro
ξ → 0. Přehozeńı Steklovovy funkce provedeme pomoćı Fubiniovy věty a
následuj́ıćıho schématu (bez integrace přes oblast Ω)

1

ξ

∫ t

0

∫ s+ξ

s

g1(τ)g2(s) dτds =
1

ξ

∫ t+ξ

ξ

∫ s

0

g1(τ)g2(s− ξ) dτds

−1

ξ

∫ t

0

∫ s

0

g1(τ)g2(s) dτds =
1

ξ

∫ t+ξ

ξ

∫ t+ξ

τ

g1(τ)g2(s− ξ) dsdτ
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+
1

ξ

∫ ξ

0

∫ t+ξ

ξ

g1(τ)g2(s− ξ) dsdτ − 1

ξ

∫ t

0

∫ t

τ

g1(τ)g2(s) dsdτ

=
1

ξ

∫ t

ξ

∫ τ

τ−ξ
g1(τ)g2(s) dsdτ +

1

ξ

∫ ξ

0

∫ τ

0

g1(τ)g2(s) dsdτ

za prodloužeńı nulou vně intervalu [0, t].
Pro d̊ukaz, že integrál∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρ∂su
ξ
+ · (u

ξ
+ − u) dxds

konverguje k nule využijeme rozpisu

ρ∂su
ξ
+ = ∂s(ρu)ξ+ − u(s+ ξ)∂sρ

ξ
+

a následuj́ıćı identity∫ t

0

∫
Ω

∂s(ρu)ξ+(φη(s)ψ(x, s)) dxds = −
∫ t

0

∫
Ω

ρu∂s(φη(s)ψ(x, s))ξ− dxds.

Dosad́ıme ψ(x, t) = uξ+(x, t)−u(x, t) a opět využijeme výše zmı́něné konver-

gence Steklovových funkćı a slabé formulace rovnice (4.18). Člen u(s+ξ)∂sρ
ξ
+

můžeme ošetřit stejným zp̊usobem s použit́ım slabé formulace rovnice (4.17).
Pro η → 0 pak dostaneme tvrzeńı našeho lemma. 2

Nyńı využijeme monotonie operátoru P . Z ńı vyplývá nerovnost

lim
n→∞

inf

∫ T

0

φh(s)

∫
Ω

P (un) : Dun dxds

≥
∫ T

0

φh(s)

∫
Ω

P : Dv + P (v) : Du− P (v) : Dv dxds,

kde φh ∈ C∞0 (0, T ) a 1 ≥ φh ≥ 0 pro každé h a nav́ıc φh ↑ 1 s.v. na [0, T ] pro
h→∞.

Odečteńım identit (4.36) a (4.55) dostaneme∫ T

0

φh(s)

∫
Ω

P (un) : Dun − P : Du dxds

=

∫ T

0

φ′h(s)

∫
Ω

ρn
|un|2

2
− ρ |u|

2

2
+ ρndiv un − ρdiv u dxds
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+

∫
Ω

ρnf · un − ρf · u dxds.

S použit́ım výše uvedené nerovnosti a všech dř́ıve odvozených konvergenćı
dostáváme∫ T

0

φh

∫
Ω

(P − P (v)) : (Du−Dv) dxds ≥ 0, ∀h ∈ (1,∞). (4.57)

Nyńı necháme konvergovat h k nekonečnu. Zřejmě lze zaměnit limitu s in-
tegrálem. Majorantou je zde funkce

g(t) =

∣∣∣∣∫
Ω

(P (t)− P (v(t))) : (Du(t)−Dv(t)) dx

∣∣∣∣ .
Po dosazeńı v = u−λψ do (4.57), kde ψ ∈ C∞0 (QT ) a λ ∈ R, můžeme ověřit
d́ıky monotonii a vlastnosti 3. tenzoru P , že

divP = divP (u) v LΦ1/α
(0, T ;W−1LΦ1/2

(Ω)N×N), α > 2.

Nav́ıc P (u) ∈ LM(QT ), což plyne z (4.6), (4.8) a (4.10).
Zopakujeme-li postup z d̊ukazu Lemma 4.7 pro P (u) mı́sto P , pak dostaneme

ve smyslu distribućı identitu

d

dt

∫
Ω

1

2
ρ|u|2 dx+

∫
Ω

P (u) : Du dx−
∫

Ω

ρdiv u dx =

∫
Ω

ρu · f dx. (4.58)

Zbývá ověřit energetickou nerovnost (4.49). Z identit (4.36) a (4.37) pro
θk(z) ↑ zln (z + δ), δ ∈ (0, 1) libovolné ale pevné a pro k →∞ dostáváme

E[ρn,un, δ](t) +

∫ s

0

∫
Ω

P (un) : Dun dxdz + ε

∫ s

0

∫
Ω

2δ + ρn
(δ + ρn)2

|∇ρn|2 dxdz

≤
∫ s

0

∫
Ω

ρnf · un dxdz +

∫ s

0

∫
Ω

δρn
ρn + δ

div un dxdz + E[ρ0,q0, δ] (4.59)

pro každé s ∈ [0, T ]. Tuto identitu integrujeme pomoćı integrálu 1
ξ

∫ t+ξ/2
t−ξ/2 ds,

kde ξ je zvoleno libovolně ale pevně, a necháme n konvergovat k nekonečnu.
Pod́ıvejme se bĺıže jen na funkce ln(s) :=

∫ s
0

∫
Ω
P (un) : Dun dxdz, neboť

pro ostatńı členy můžeme použ́ıt výše odvozené konvergence. Zřejmě plat́ı,
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že funkce jsou omezené v W 1,1(0, T ) a tedy po přechodu k vybrané pod-
posloupnosti konverguj́ı v Lp(0, T ) pro nějaké p > 1 a s.v. s ∈ (0, T ) k l(s).
Nav́ıc v́ıme z (4.10), že

l(s) ≥
∫ s

0

∫
Ω

P (u) : Du dxdz.

Pro ξ → 0 pak pro s.v. t ∈ (0, T ) dostáváme

E[ρ,u, δ](t) +

∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds+ ε

∫ t

0

∫
Ω

2δ + ρ

(δ + ρ)2
|∇ρ|2 dxds

≤
∫ t

0

∫
Ω

ρf · u dxds+

∫ t

0

∫
Ω

δρ

ρ+ δ
div u dxds+ E[ρ0,q0, δ].

Odtud, z Tvrzeńı 1.20 a z nerovnosti (4.6) plyne energetická nerovnost (4.49).
2

Lemma 4.8 Nechť f ∈ L̃Ψβ/q(QT ) pro nějaké q > 1 a β > 2. Pro zadaná
počátečńı data ρ0 a q0 vyhovuj́ıćı podmı́nkám (4.20) a (4.21) existuje řešeńı
úlohy (4.1), (4.2), (4.20), (4.21) takové, že

u ∈ Y, ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)).

Nav́ıc toto řešeńı splňuje následuj́ıćı odhady

‖ρ‖L∞(0,T ;LΦβ
(Ω)) ≤ c(ρ0,q0), (4.60)∫ T

0

∫
Ω

M(Du) dxdt ≤ c(ρ0,q0), (4.61)

‖√ρu‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ c(ρ0,q0). (4.62)

Rovnice
ρt + div (ρu) = 0 (4.63)

a
(ρu)t + div (ρu⊗ u)− divP (u) +∇ρ = ρf (4.64)

jsou splněny v prostoru D′(QT ). Řešeńı naš́ı úlohy vyhovuje počátečńım
podmı́nkám (4.20) a (4.21) v prostoru C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)) respektive v pros-
toru C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)N).
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Toto řešeńı nav́ıc splňuje identitu ve tvaru

d

dt

(∫
Ω

1

2
ρ|u|2 + ρln ρ dx

)
+

∫
Ω

P (u) : Du dx =

∫
Ω

ρf · u dx (4.65)

a to nad prostorem D′(0, T ) a energetickou nerovnost

E[ρ,u](t) +

∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds ≤
∫ t

0

∫
Ω

ρf · u dxds+ E[ρ0,q0] (4.66)

pro s.v. t ∈ [0, T ].

D ů k a z: Označme (ρε,uε) řešeńı úlohy (4.17)–(4.21) dané Lemmatem 4.6.
Z odhad̊u (4.45), (4.46), (4.48) a z následuj́ıćı nerovnosti

ε

∫
QT

|∇ρε∇uε| dxdt ≤ ε

∥∥∥∥∥
√

(2δ + ρε)∇ρε
δ + ρε

∥∥∥∥∥
2,QT

√∫
QT

(δ + ρε)2

2δ + ρε
|∇uε|2 dxdt

≤ c
√
ε‖ρε‖L∞(0,T ;LΦ4

(Ω))

(∫ T

0

∫
Ω

M(Duε) dxdt+ 1

)
odvod́ıme silnou konvergenci

ε∇ρε∇uε → 0 v prostoru L1(QT ).

Funkce ρε jsou stejnoměrně omezené v prostoru L∞(0, T ;LΦβ(Ω)) (viz.

(4.45)) a jejich časové derivace d
dt
ρε v prostoru L2(0, T ;W−1LΦβ/2(Ω)). Tato

omezenost vyplývá z rovnice (4.17) a z odhad̊u∣∣∣∣∫ T

0

φ1(t)

∫
Ω

ρεuε · ∇φ2(x) dxdt

∣∣∣∣
≤ ‖∇φ2‖Ψβ‖φ1‖M‖ρε‖L∞(0,T ;LΦβ

(Ω))‖Duε‖LM (0,T ;LM (Ω))

a

ε

∣∣∣∣∫ T

0

φ1(t)

∫
Ω

∇ρε · ∇φ2(x) dxdt

∣∣∣∣
≤ ε‖φ1‖2

∥∥∥∥∥
√

(2δ + ρε)∇ρε
δ + ρε

∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
√

(δ + ρε)2

2δ + ρε
|∇φ2|

∥∥∥∥∥
L∞(0,∞;L2(Ω))

.
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Z vět o kompaktńım vnořeńı (viz. [27]) pak lze odvodit, že ρε → ρ silně
v C(0, T ;W−1LΦ2β

(Ω)) a d́ıky omezenosti v L∞(0, T ;LΦβ(Ω)) konverguje v
C([0, T ];LweakΦβ

(Ω)). Silná konvergence funkćı ρε dohromady s EM -slabou

konvergenćı funkćı Duε v LM(QT )N×N a ∗-slabou v LM(0, T ;LM(Ω)N×N)
implikuje, že ρεuε → ρu *-slabě v LM(0, T ;LΦγ (Ω)N), kde β > γ > 2, neboť
z integrál̊u∫ T

0

φ1(s)

∫
Ω

(ρε − ρ)uεφ2(x) dxds+

∫ T

0

φ3(s)

∫
Ω

ρ(uε − u)φ4(x) dxds

je vidět, že stač́ı ověřit, že ρφ4 ∈ L∞(0, T ;LM(Ω)) a omezenost uεφ2 v
LM(0, T ;W 1

0LΨ2β
(Ω)). Zbytek vyplývá z omezenosti ρεuε v LM(0, T ;LΦβ(Ω)N).

Dále dostáváme EM -slabou konvergenci funkćı P (uε) k P v LM(QT )N×N .
Jestliže si uvědomı́me, že funkce d

dt
(ρεuε) jsou stejnoměrně omezené vzhledem

k ε v prostoru LΦ1/α
(0, T ;W−1LΦ1/2

(Ω)), α > 2, (d̊ukaz je stejný jako v
Lemma 4.6), pak odtud vyplývá, že ρεuε ⊗ uε → ρu ⊗ u v D′(QT ) a z
omezenosti ρεuε ⊗ uε v LΨ2p(0, T ;LΦβ(Ω)N×N), p > N , ∗-slabě konverguje i
v tomto prostoru. Z výše uvedených odhad̊u nav́ıc plyne, že

ρε → ρ v prostoru C([0, T ];LweakΦβ
(Ω)) (4.67)

a
ρεuε → ρu v C([0, T ];LweakΦβ/2

(Ω)N). (4.68)

Zbývá opět ověřit, že divP = divP (u) v LΦ1/α
(0, T ;W−1LΦ1/2

(Ω)N×N)
pro α > 2. Vezměme nyńı rovnice kontinuity (4.1) a (4.17) a z renormalizo-
vané rovnice kontinuity odvoďme∫

Ω

ρε(t)ln (ρε(t) + δ)− ρ0ln (ρ0 + δ) dx

≤ −
∫ t

0

∫
Ω

ρ2
ε

δ + ρε
div uε dxds (4.69)

a ∫
Ω

ρ(t)ln (ρ(t) + δ)− ρ0ln (ρ0 + δ) dx = −
∫ t

0

∫
Ω

ρ2

δ + ρ
div u dxds, (4.70)

kde δ ∈ (0, 1) je libovolné ale pevné č́ıslo. Výše uvedené rovnice dostaneme
následuj́ıćım zp̊usobem. Vezmeme funkci θk(z) ↑ zln (z + δ) v (4.37). Po
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následuj́ıćıch přechodech n → ∞, k → ∞ a vynecháńı členu násobeného ε
dostaneme s použit́ım konvergenćı z Lemma 4.6 a Leviho věty prvńı nerovnost.
Při odvozeńı druhé identity postupujeme tak, že odvod́ıme analogickým pos-
tupem jako v Lemma 4.2 s použit́ım podmı́nky (4.19) identitu∫

Ω

θk((ρn(t))h) dx−
∫

Ω

θk((ρ0)h) dx

+

∫ t

0

∫
Ω

((ρn)hθ
′
k((ρn)h)− θ((ρn)h))div un dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

rnhθ
′
k((ρn)h) dxds− ε

∫ t

0

∫
Ω

(∇ρn ∗ ∇ϑh)θ′k(ρn) dxds. (4.71)

Pak analogickým zp̊usobem po přechodech n → ∞, ε → 0, h → 0 a
k → ∞ s použit́ım konvergenćı z d̊ukazu tohoto lemma odvod́ıme rovnici
(4.70). Zde je třeba zmı́nit d̊uležitou skutečnost, že konvergence ρε → ρ v
C([0, T ];LweakΦβ

(Ω)) implikuje, že (ρε)h konverguje pro každé t ∈ [0, T ] a s.v.
x ∈ Ω k ρh.

Nyńı lze využ́ıt G-diferencovatelnosti a konvexity funkcionálu
∫

Ω
ρln (ρ+

δ) dx k odvozeńı nerovnosti∫
Ω

(
ln (ρ+ δ) +

ρ

ρ+ δ

)
(ρε − ρ) dx ≤

∫
Ω

ρεln (ρε + δ)− ρln (ρ+ δ) dx

pro s.v. t ∈ [0, T ]. Je vidět, že volba δ > 0 zajǐsťuje, že levá strana neńı
rovna −∞.

Po odečteńı (4.70) od (4.69) dostáváme∫
Ω

(
ln (ρ+ δ) +

ρ

ρ+ δ

)
(ρε − ρ) dx ≤

∫
Ω

ρεln (ρε + δ)− ρln (ρ+ δ) dx

≤ −
∫ t

0

∫
Ω

ρ2
ε

δ + ρε
div uε +

ρ2

δ + ρ
div u dxds. (4.72)

Nyńı plat́ı odhady∣∣∣∣ ∫ t

0

∫
Ω

− ρ2
ε

δ + ρε
div uε +

ρ2

δ + ρ
div u dxds+

∫ t

0

∫
Ω

ρεdiv uε − ρdiv u dxds

∣∣∣∣
≤ δ(‖ρε‖L∞(0,T ;LΦ1

(Ω))‖Duε‖LM (0,T ;LM (Ω))
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+‖ρ‖L∞(0,T ;LΦ1
(Ω))‖Du‖LM (0,T ;LM (Ω)))

a ∣∣∣∣∫ t

0

(ϕn(s)− 1)

∫
Ω

ρεdiv uε − ρdiv u dxds

∣∣∣∣
≤ c

(
1

n

)
(‖ρε‖L∞(0,T ;LΦ1

(Ω))‖Duε‖LM (0,T ;LM (Ω))

+‖ρ‖L∞(0,T ;LΦ1
(Ω))‖Du‖LM (0,T ;LM (Ω))),

kde c
(

1
n

)
→ 0 pro n → ∞, neboť ϕn(t) voĺıme tak, že ϕn ↑ 1 v LM(0, t) a

zároveň skoro všude v (0, t), ϕn ∈ C∞0 (0, t) a 0 ≤ ϕn ≤ 1, kde t ∈ (0, T ].
Odtud plyne, že∫

Ω

(
ln (ρ+ δ) +

ρ

δ + ρ

)
(ρε − ρ) dx ≤

∫
Ω

ρεln (ρε + δ)− ρln (ρ+ δ) dx

≤
∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

ρdiv u− ρεdiv uε dxds+ c

(
1

n

)
+ c2δ. (4.73)

Ze slabé konvergence zřejmě vyplývá, že

lim
ε→0

∫ t

0

ϕ′n(s)

∫
Ω

ρε|uε|2 dxds =

∫ t

0

ϕ′n(s)

∫
Ω

ρ|u|2 dxds. (4.74)

Analogicky dostaneme

lim
ε→0

∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

ρεf · uε dxds =

∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

ρf · u dxds (4.75)

pro libovolné t ∈ (0, T ]. Nyńı použijeme hlavńı myšlenku d̊ukazu Lemma 4.7.
Vezmeme opět funkci uξ+ jako testovaćı funkci pro rovnici (4.2), kde mı́sto

tenzoru P (u) máme tenzor P , a funkci
|uξ+|2

2
jako testovaćı funkci pro (4.1) a

dostaneme ∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρuξ+ · ∂su
ξ
+ − ρu · ∂su

ξ
+ dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

ρ(uξ+ · u)∂sφη(s) dxds−
∫ t

0

∫
Ω

ρ
|uξ+|2

2
∂sφη(s) dxds

+

∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

ρ
N∑

i,j=1

uj
∂(ui)

ξ
+

∂xj
(ui − (ui)

ξ
+) + ρdiv uξ+ dxds
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−
∫ t

0

φη(s)

∫
Ω

P : Duξ+ + ρf · uξ+ dxds. (4.76)

Po limitńım přechodu ξ → 0 s pomoćı konvergenćı zmı́něných v d̊ukazu
Lemma 4.7 odvod́ıme identitu

d

dt

∫
Ω

1

2
ρ|u|2 dx+

∫
Ω

P : Du dx−
∫

Ω

ρdiv u dx =

∫
Ω

ρf · u dx, (4.77)

která je splněna ve smyslu distribućı. Po odečteńı identit (4.58) (pro ρ = ρε
a u = uε) a (4.77) dostáváme s použit́ım nerovnosti (4.73)∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

P : Du− P (uε) : Duε dxds

=

∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

ρdiv u−
∫

Ω

ρεdiv uε dxds+ c1(ε)

≥
∫

Ω

(
ln (ρ+ δ) +

ρ

ρ+ δ

)
(ρε − ρ) dx+ c1(ε)− c2δ − c

(
1

n

)
,

kde c1(ε) zahrnuje (4.74) a (4.75) a tedy c1(ε)→ 0 pro ε→ 0. Zřejmě integrál
na pravé straně konverguje k nule, neboť ρε → ρ v C([0, T ];LweakΦβ

(Ω)). Z
monotonie operátoru P vyplývá, že

lim
ε→0

inf

∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

P (uε) : Duε dxds

≥
∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

P : Dv + P (v) : Du− P (v) : Dv dxds.

Odtud

−c2δ − c
(

1

n

)
≤
∫ t

0

ϕn(s)

∫
Ω

(P − P (v)) : D(u− v) dxds,

kde c
(

1
n

)
→ 0 pro n→∞ a δ je libovolně malá. Odtud plyne

0 ≤
∫ T

0

∫
Ω

(P − P (v)) : D(u− v) dxds.

Volbou v = u− λφ ukážeme, že

divP = divP (u) v LΦ1/α
(0, T ;W−1LΦ1/2

(Ω)N×N)
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pro α > 2. Energetická nerovnost (4.66) plyne ihned z (4.49) pro ρ = ρε a
u = uε s použit́ım konvergenćı odvozených během d̊ukazu tohoto lemma a
(4.10). Obdobným zp̊usobem, jako jsme odvodili (4.77), odvod́ıme identitu

d

dt

∫
Ω

1

2
ρ|u|2 dx+

∫
Ω

P (u) : Du dx−
∫

Ω

ρdiv u dx =

∫
Ω

ρf · u dx, (4.78)

která je splněna ve smyslu distribućı. (4.65) pak vyplývá z renormalizované
rovnice kontinuity. 2

Abychom mohli ukončit d̊ukaz existence řešeńı úlohy (4.1)–(4.5), aprox-
imujeme funkci ρ0 ∈ LΦβ funkcemi ρ0,η ∈ C2+µ(Ω) s vlastnostmi

0 < η ≤ ρ0,η(x) ≤ 1

η
, ∇ρ0,η · n|∂Ω = 0,

ρ0,η → ρ0 v LΦβ(Ω) pro η → 0.

Funkce ρ0,η můžeme zkonstruovat např́ıklad takto: Vezmeme oblast Ωh takovou,
že Ωh ⊂ Ω a dist(∂Ωh,Ω) = h, a funkci ρ0,h definovanou předpisem

ρ0,h :=

{
ρ pro x ∈ Ωh,
0 pro x ∈ Ω \ Ωh.

Pak můžeme definovat funkci ρ0,η takto:

ρ0,η := η + Tk(η)(ρ0,h(η,k(η)) ∗ ϑh(η,k(η))/2)

pro η > 0 a vhodně zvolené indexy k(η) a h(η, k(η)). Dále položme

q̃η0(x) =

{
q0(x)

√
ρ0,η(x)

ρ0(x)
, jestliže ρ0(x) > 0

0 , jestliže ρ0(x) = 0.

Na základě definice funkce q0 (viz. Věta 4.9 ńıže) máme omezenost funkćı
|q̃η0 |2
ρ0,η

v L1(Ω) nezávisle na η > 0.

Definujeme funkce hη ∈ C2(Ω) takové, že∥∥∥∥ q̃η0√
ρ0,η

− hη
∥∥∥∥

2

≤ η.
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Vezmeme qη0 = hη
√
ρ0,η. Pak lze snadno ověřit, že

|qη0|2

ρ0,η

jsou omezené v L1(Ω) nezávisle na η (4.79)

a nav́ıc
qη0 → q0 v L1(Ω). (4.80)

Věta 4.9 Nechť f ∈ L̃Ψβ/q(QT ), β > 2 a q > 1. Pro daná počátečńı data

ρ0 ∈ LΦβ(Ω) a |q0|2 ∈ L1(Ω) taková, že ρ0 ≥ 0, q0 := 0, jestlǐze ρ0 = 0,
|q0|2
ρ0

:= 0, jestlǐze ρ0 = 0, a |q0|2
ρ0
∈ L1(Ω) pro ρ0 > 0, existuj́ı funkce

ρ ∈ L∞(0, T ;LΦβ(Ω)) a u ∈ Y

takové, že rovnice
ρt + div (ρu) = 0

je splněna nad prostorem D′(QT ) a taktéž ve smyslu renormalizovaného řešeńı.
Rovnice

(ρu)t + div (ρu⊗ u)− divP (u) +∇ρ = ρf

je splněna v prostoru D′(QT ). Řešeńı vyhovuje počátečńım podmı́nkám (4.4)
a (4.5) v prostoru C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)) a C([0, T ];W−1LΦβ(Ω)N). Nav́ıc
plat́ı identita

d

dt

(∫
Ω

1

2
ρ|u|2 + ρln ρ dx

)
+

∫
Ω

P (u) : Du dx =

∫
Ω

ρf · u dx (4.81)

nad D′(0, T ) a energetická nerovnost

E[ρ,u](t)+

∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds ≤
∫ t

0

∫
Ω

ρf ·u dxds+

∫
Ω

1

2

|q0|2

ρ0

dx (4.82)

pro s.v. t ∈ [0, T ].

D ů k a z: Základńı odhady a limitńı přechody jsou totožné jako v Lemma 4.8.
2
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4.1.6 Poznámky

V této sekci odvod́ıme omezenost funkćı ρn v prostoru L2(0, T ;W 1,2(Ω))
pro libovolnou dimenzi, což rozšǐruje platnost Lemma 4.6 na všechny di-
menze. Nejdř́ıve ověř́ıme, že posloupnost {ρn}∞n=1 je omezená v prostoru
L2(0, T ;W 1,p(Ω)) pro nějaké p ∈ (1, 2). Zřejmě plat́ı odhad∫

Ω

|∇ρn| dx ≤

√∫
Ω

|∇ρn|2
ρn

dx

√∫
Ω

ρn dx

a tedy ρn jsou omezené v L2(0, T ;W 1,1(Ω)). Z vět o vnořeńı máme omezenost

v L2(0, T ;L
N
N−1 (Ω)). Z rovnice kontinutity (4.17) po otestováńı funkćı θ′(s) =

qsq−1 dostaneme ∫
Ω

ρqn(t) dx+ c1(q)ε

∫ t

0

∫
Ω

|∇ρn|2

ρ2−q
n

dxds

= −c2(q)

∫ t

0

∫
Ω

div un|ρn|q dxds+

∫
Ω

ρq(0) dx.

Analogicky jako v d̊ukazu Lemma 4.6 odvod́ıme odhad∣∣∣∣c2(q)

∫ t

0

∫
Ω

div un|ρn|q dxds
∣∣∣∣ ≤ c+

1

β

∫ t

0

∫
Ω

|ρn|
qβ
2 |ρn|

qβ
2 dxds

≤ c+
1

β

∫ t

0

(∫
Ω

|ρn|q dx
) 1

q
qβ
2
(∫

Ω

|ρn|
qβ

2−β dx

) 2−β
qβ

qβ
2

ds

≤ c+
1

β
‖ρn‖

qβ
2

L∞(0,T ;Lq(Ω))‖ρn‖
qβ
2

L
qβ
2 (0,T ;L

qβ
2−β (Ω))

za podmı́nek
qβ

2
< q ≤ 2,

qβ

2− β
=

N

N − 1
, q > 1,

což vede na podmı́nky

β ∈ (1,
2N

2N − 1
) a q =

N(2− β)

(N − 1)β
.

Z následuj́ıćıho odhadu∫
Ω

|∇ρn|r dx =

∫
Ω

(
|∇ρn|√
ρn

)r
ρr/2n dx ≤

∥∥∥∥∇ρn√ρn
∥∥∥∥r

2

‖ρn‖r/2r
2−r
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pak vyplývá, že ρn jsou omezené v L2(0, T ;W 1, 2q
q+1 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;Lq(Ω)) a

funkce |∇ρn|

ρ
2−q

2
n

v L2(QT ). Shrneme-li celý postup, pak jsme vlastně ukázali,

že funkce ρn jsou omezené nezávisle na n v prostoru L2(0, T ;W 1,p(Ω)) ∩
L∞(0, T ;Lp(Ω)) a |∇ρn|

ρ
2−p

2
n

v L2(QT ) pro p > 1 . Nyńı chceme dokázat, že ρn jsou

omezené v prostoru L2(0, T ;W 1,2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)). Důkaz povedeme
sporem. Předpokládejme tedy, že existuje p0 ∈ (1, 2) takové, že funkce ρn
jsou omezené v uvedených prostorech pro každé p < p0 ale ne pro p = p0. Z
rovnice kontinuity (4.17) dostaneme analogickým zp̊usobem jako před chv́ıĺı,
že ρn ∈ L∞(0, T ;Lq(Ω)) pro q = Np

N−p
2−β
β

a β ∈ (1, 2N
2N−1

). Snadno odvod́ıme
odhad ∫

Ω

|∇ρn|r dx =

∫
Ω

(
|∇ρn|

ρ
2−p

2
n

)r

ρ
r(2−p)

2
n dx ≤

∥∥∥∥∥∇ρnρ
2−p

2
n

∥∥∥∥∥
r

2

‖ρn‖
r(2−p)

2
r(2−p)

2−r
.

Odtud dostaneme, že r = 2q
2−p+q . Nyńı zbývá ukázat, že r > p0. Po dosazeńı

za q vede tato skutečnost na nerovnost

4Np− 2Npβ − 2p0Nβ > −2p0pβ + 2pp0N(1− β) + p2p0β.

Jelikož pro p→ p0 a β → 1 dostaneme nerovnost

0 > −2p2
0 + p3

0,

která je splněna pro p0 < 2, tak lze naj́ıt takové hodnoty p a β, že r > p0.
Pro odhad členu |∇ρn|

ρ
2−p0

2
n

použijeme rovnici kotinuity a analogický postup jako

na začátku této kapitoly a tedy dostáváme spor. Odtud tedy vyplývá, že ρn
jsou omezené v L2(0, T ;W 1,p(Ω)) ∩ L∞(0, T ;Lp(Ω)) pro každé p ∈ (1, 2). V
posledńım kroku pak testujeme rovnici kontinuity (4.17) funkćı ρn a z vět o
vnořeńı pro vhodné p zopakujeme postup z Lemma 4.6.
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4.2 Chováńı řešeńı Navierových-Stokesových rovnic popisuj́ıćıch
prouděńı izotermálńıch stlačitelných tekutin pro
čas jdoućı k nekonečnu

4.2.1 Úvod

Tato kapitola bezprostředně navazuje na předchoźı kapitolu a budeme zde zk-
oumat stabilizaci slabého řešeńı Navierových-Stokesových rovnic popisuj́ıćıch
prouděńı izotermálńıch stlačitelných tekutin s nelineárńım tenzorem napět́ı.
Připomeňme nyńı tento model spolu s okrajovými a počátečńımi podmı́nkami:

ρt + div (ρu) = 0, (4.83)

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +∇ρ− divP (u) = ρf , (4.84)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,∞), (4.85)

ρ(x, 0) = ρ0(x) ≥ 0, x ∈ Ω, (4.86)

(ρu)(x, 0) = q0(x), x ∈ Ω, (4.87)

kde Ω je omezená oblast v RN .
Mějme Youngovu funkci Φ s vlastnost́ı, že pro jej́ı komplementárńı funkci

Ψ plat́ı, že ∫
Ω

Ψ1(|w|
1
α ) dx ≤ c

pro w takové, že
∫

Ω
Ψ(w) dx ≤ 1, a pro libovolné ale pevné α ∈ (0, 1).

Stabilizaćı budeme rozumět, že pro dané slabé řešeńı problému (4.83)–(4.87),
které splňuje energetickou nerovnost, existuje funkce ρ∞ taková, že

lim
t→∞
‖ρ(t)− ρ∞‖Φ = 0, (4.88)

kde rovnovážný stav hustoty ρ∞ je jediným řešeńım rovnice

∇ρ∞ = ρ∞f s.v. v Ω, (4.89)∫
Ω

ρ∞ dx =

∫
Ω

ρ0 dx, ρ∞ ≥ 0. (4.90)

Základńı myšlenka d̊ukazu výše zmı́něné stabilizace je převzata z [24] a
spoč́ıvá v nalezeńı funkce ρ(t), která konverguje silně pro t → ∞ a zároveň
plat́ı limita

lim
t→∞
‖θ(ρ(t))− θ(ρ(t))‖r = 0 (4.91)
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pro vhodnou omezenou a rostoućı funkci θ a libovolné r, r ∈ [1,∞). Celá
konstrukce funkce ρ je založena na řešitelnosti Neumannovy úlohy∫

Ω

∇wε(s) · ∇η dx =

∫
Ω

Rε(ρ(s))f · ∇η dx, ∀η ∈ W 1,p(Ω),

∫
Ω

wε(s) dx = 0.

V našem př́ıpadě bychom ale potřebovali, aby funkce ∇wε(·, t) náležela do
prostoru LΦ1(Ω) pro s.v. t ∈ (0,∞). Neńı ale jasné, zda tento výsledek plyne
ze skutečnosti, že ρ ∈ LΦ1(Ω). Proto je nutné celý postup modifikovat pro
Neumannovu úlohu∫

Ω

∇wεk(s) · ∇η dx =

∫
Ω

Rε(Tk(ρ)(s))f · ∇η dx, ∀η ∈ W 1,p(Ω),

∫
Ω

wεk(s) dx = 0

s vhodnou seřezávaćı funkćı Tk definovanou v Definici 1.42. Celý postup pak
vede na konstrukci funkce ρk. Ve zbylé části d̊ukazu pak ověř́ıme, že lze přej́ıt
pro k →∞ k limitě (4.91).

4.2.2 Základńı předpoklady

Stabilizaci řešeńı budeme zkoumat za následuj́ıćıch předpoklad̊u:

1. f = ∇g, g ∈ W 2,∞(Ω), ∂Ω ∈ C2;

2. ρ0 ∈ LΦ1(Ω), ρ0 ≥ 0, q0 := 0, pokud ρ0 = 0, |q0|2
ρ0

:= 0, jestliže ρ0 = 0,

a |q0|2
ρ0
∈ L1(Ω), u0 := q0

ρ0
pro ρ0 > 0, u0 := 0 pro ρ0 > 0;

3. tenzor P je koercivńı, t.j.∫
Ω

P (v) : Dv dx ≥
∫

Ω

M(Dv) dx (4.92)

pro v ∈ X;
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4. tenzor P (·) je omezený v následuj́ıćım smyslu∫
Ω

M(P (v)) dx ≤ c

(∫
Ω

M(Dv) dx+ 1

)
(4.93)

pro v ∈ X a splňuje nerovnost

2m‖P (v)‖M ≤ c

(
lm
∫

Ω

M(Dv) dx+ 1

)
(4.94)

pro každé m ∈ N0, v ∈ X a pro nějakou pevnou konstantu l > 2. Tato
podmı́nka nám ř́ıká, že je-li integrál na pravé straně malý, pak muśı
být v odpov́ıdaj́ıćı normě malé i P (v).

Př́ıklad: Vezměme tenzor P z kapitoly 5.1.1. Neńı problém ověřit, že
konstanta l u nerovnosti (4.94) pocháźı z ∆2-podmı́nky funkce M . Zbylé
podmı́nky ověř́ıme stejně jako v předchoźı kapitole.

4.2.3 Chováńı funkćı ρ a Du pro čas jdoućı k nekonečnu

Lemma 4.10 Nechť ρ a u je slabé řešeńı úlohy (4.83)–(4.87) vyhovuj́ıćı en-

ergetické nerovnosti (4.82). Potom hustota ρ ∈ L∞(0,∞; L̃Φ1(Ω)) a∫ ∞
0

∫
Ω

M(Du) dxds <∞.

Odtud vyplývá, že

lim
t→∞

∫ t+a

t−a

∫
Ω

M(Du) dxds = 0 pro libovolné a > 0. (4.95)

D ů k a z: Použijeme funkci g jako testovaćı funkci pro rovnici (4.83). To
nám umožňuje přepsat energetickou nerovnost na následuj́ıćı tvar

E[ρ,u](t)−
∫

Ω

ρ(t)g dx+

∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds

≤ E[ρ0,q0]−
∫

Ω

ρ0g dx (4.96)
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a tedy ∫
Ω

(
ρ
|u|2

2
+ ρ ln ρ

)
dx+

∫ t

0

∫
Ω

P (u) : Du dxds

≤
∫

Ω

1

2

|q0|2

ρ0

dx+

∫
Ω

ρ0 ln ρ0 dx+ 2‖g‖2,∞

∫
Ω

ρ0 dx. (4.97)

Z (4.97), předpokladu (4.92) a z následuj́ıćı nerovnosti∫
Ω

ρ ln (1 + ρ) dx ≤ c1

∫
Ω

ρ ln ρ dx+ c2

pak vyplývá tvrzeńı našeho lemma. 2

Lemma 4.11 Nechť plat́ı (4.95). Potom

lim
t→∞

∫ t+a

t−a
‖Du(s)‖Ψ2 ds = 0,

lim
t→∞

∫ t+a

t−a
‖P (u)(s)‖M ds = 0

a

lim
t→∞

∫ t+a

t−a
‖Du(s)‖2

Ψ2
ds = 0

pro libovolné a > 0.

D ů k a z: Prvńı limita plyne ihned z (4.95) a z Lemma 1.37. Důkaz druhé
limity vyplývá ihned z nerovnosti (4.94). Třet́ı limitu dostaneme stejně jako

prvńı. Voĺıme pouze ekvivalentńı funkci Ψ̃2(z) := Ψ2(z/4) s funkćı Ψ2, pro
kterou použijeme tvrzeńı Lemma 1.37 a Jensenovu nerovnost pro přechod
druhé mocniny na funkci Ψ̃2(z). 2

4.2.4 Globálně stejnoměrné odhady

Následuj́ıćı tvrzeńı nám zajǐsťuje existenci funkce θ s vhodnými vlastnostmi
pro naši daľśı konstrukci.

Tvrzeńı 4.12 [24] Existuje kladná konstanta c0 a omezená, rostoućı, lichá a
spojitě diferencovatelná funkce θ na množině R taková, že limr→∞ rθ

′(r) = 0
a θ′(r) > 0. Funkce θ nav́ıc splňuje nerovnost

(r1 − r2)(θ(r1)− θ(r2)) ≥ c0(θ(r1)− θ(r2))2. (4.98)
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Pro každé s > 0 označme wεk(s) jediné řešeńı Neumannovy úlohy∫
Ω

∇wεk(s) · ∇η dx =

∫
Ω

Rε(Tk(ρ)(s))f · ∇η dx, ∀η ∈ W 1,p(Ω),

∫
Ω

wεk(s) dx = 0 (4.99)

pro s > 0 a 1 < p < N
N−1

. Toto řešeńı splňuje odhad

‖wεk‖L∞(0,∞;W 1,p′ (Ω)) ≤ c‖Rε(Tk(ρ))‖L∞(0,∞;Lp′ (Ω)) ≤ ck < +∞ (4.100)

pro p′ > N a k = 1, 2, . . . libovolné ale pevné.
Nyńı definujme funkci

Gεk(s,m) :=

∫
Ω

θ(wεk(s) +m) dx (4.101)

pro s > 0, m ∈ R, ε > 0, k = 1, 2, . . .. Pak pro každé s > 0, ε > 0 a k =
1, 2, . . . dostaneme limm→±∞Gεk(s,m) = ±|Ω| supr≥0 θ(r) a ∂Gεk

∂m
(s,m) > 0

pro m ∈ R. Poněvadž pro skoro všechna (x, s) je funkce ρ(x, s) konečná, je∫
Ω

Rε(θ(ρ(x, s))) dx =

∫
Ω

∫ +∞

−∞
φε(s− τ)θ(ρ(x, τ)) dτdx

< θ(∞)

∫
Ω

∫ +∞

−∞
φε(s− τ) dτdx = θ(∞)|Ω|.

Odtud plyne, že
∫

Ω
Rε(θ(ρ(x, s))) dx lež́ı v oboru hodnot funkce Gεk(s, ·) a

pro libovolná ale pevná s > 0, ε > 0 a k = 1, 2, . . . má rovnice

Gε(s,mεk(s)) =

∫
Ω

Rε(θ(ρ(s))) dx (4.102)

jediné řešeńı m = mεk(s). Nyńı definujme funkci

ρεk(s) := wεk(s) +mεk(s). (4.103)

Z výraz̊u (4.102) a (4.103) dostáváme∫
Ω

θ(ρεk(x, s)) dx =

∫
Ω

Rε(θ(ρ(x, s))) dx (4.104)
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pro s > 0, ε > 0 a k = 1, 2, . . .. Nakonec definujme pomocnou funkci ψεk(s),
která je řešeńım rovnice

divψεk(s) = Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s)) na Ω,

ψεk(x, s) = 0, x ∈ ∂Ω, (4.105)

pro s > 0, ε > 0 a k = 1, 2, . . ..
Tato úloha neńı jednoznačně řešitelná, ale jedno z možných řešeńı lze

vyjádřit pomoćı slabě singulárńıho integrálu

ψεk(s) = S(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s)))

=

∫
Ω

K(x, x− y)(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s))) dy, (4.106)

kde funkce K je explicitně definovaná pomoćı slabě singulárńıho jádra. Jak
již bylo dokázáno (viz. Věta 3.7), operátor S ∈ L(L∞(Ω),W 1LM(Ω)) při
splněńı podmı́nky kompatibility a funkce ψεk(s) splňuje odhad

‖ψεk‖L∞(0,∞;W 1LM (Ω)) ≤ C <∞ pro C nezávislé na ε a k. (4.107)

Dále z (4.103) vyplývá, že∫
Ω

θ(wεk(s) +mεk(s)) dx =

∫
Ω

Rε(θ(ρ(s))) dx.

Stejným zp̊usobem jako v [24] lze dokázat, že

|mεk(s)| ≤ C <∞ pro ε > 0, s > 0, k = 1, 2, . . . . (4.108)

Lemma 4.13 Za výše uvedených předpoklad̊u existuj́ı následuj́ıćı limity

lim
ε→0+

wεk = wk v Lrloc([0,∞);W 1,p′(Ω)), (4.109)

lim
n→∞

mεnk = mk v L∞loc(0,∞) (4.110)

pro nějakou posloupnost εn → 0+ a pro r ∈ [1,∞), k = 1, 2, . . .. Odtud

ρεnk → wk +mk =: ρk (4.111)

ve smyslu výše uvedených konvergenćı pro k = 1, 2, . . ..
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D ů k a z: Můžeme psát

wεk(s) = A(Rε(Tk(ρ(s)))), kde A ∈ L(Lp
′
(Ω),W 1,p′(Ω)). (4.112)

Jelikož Tk(ρ) ∈ L∞(Ω×(0,∞)), tak d́ıky spojitosti regularizátoru dostaneme

lim
ε→0+

Rε(Tk(ρ)) = Tk(ρ) v prostoru Lrloc([0,∞);Lp
′
(Ω))

pro r ∈ [1,∞).
Použit́ım (4.112) dostaneme (4.109), kde

wk = A(Tk(ρ)).

V daľśı části d̊ukazu budeme cht́ıt ukázat, že množina {mεk(s)}ε∈(0,1) je

omezená v prostoru W 1,2
loc (0, T ) (lokálně kv̊uli členu 1/ε φ0(s/ε)) pro libovolné

T > 0 a pro libovolné ale pevné k = 1, 2, . . .. Vı́me, že

∂Gεk

∂m
(s,m) =

∫
Ω

θ′(wεk(s) +m) dx.

Položme

c0 := inf
ε,s

∫
Ω

θ′(wεk(s) +mεk(s)) dx > 0,

což lze ověřit stejným postupem jako v [24].
Z věty o implicitńıch funkćıch plyne existence derivace m′εk(s) maj́ıćı tvar

m′εk(s) =

(∫
Ω

θ′(wεk(s) +mεk(s)) dx

)−1

×

(∫
Ω

(Rεθ(ρ(s)))t dx−
∫

Ω

θ′(wεk(s) +mεk(s))(wεk)t(s) dx

)
.

To vede k odhadu (s použit́ım Poznámky 4.3)

|m′εk(s)| ≤ c

(
‖(wεk)t(s)‖1 + ‖Du(s)‖Ψ2 +

1

ε
φ0

(s
ε

))
. (4.113)

Poněvadž funkce η ∈ C∞0 (Ω) takové, že η − 1
|Ω|

∫
Ω
η dy = 4ξ pro ξ ∈ C2(Ω),

kde ∂ξ
∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0, jsou husté v prostoru Lr(Ω), r ∈ (1,∞), pak odtud plyne, že∫
Ω

(wεk)tη dx =

∫
Ω

(wεk)t

(
η − 1

|Ω|

∫
Ω

η dy

)
dx = −

∫
Ω

(Rε(Tk(ρ)))tf · ∇ξ dx
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≤ ‖f‖1,∞‖∇ξ‖1,p‖(Rε(Tk(ρ)))t‖−1,p′ ≤ c(‖Rε(Tk(ρ)u)‖p′

+‖Rε((ρT
′
k(ρ)− Tk(ρ))div u)‖p′)‖η‖p. (4.114)

Posledńı část odhadu je d̊usledkem podoby renormalizované rovnice kontinu-
ity zhlazené přes čas, viz. Poznámka 4.3. Odtud∫ T

τ

|m′εk(s)|2 ds ≤ c

(∫ T

τ

‖Du(s)‖2
Ψ2
ds+

∫ T

τ

1

ε2
φ2

0

(s
ε

)
ds

+

∫ T

τ

‖(wεk)t(s)‖2
1 ds

)
≤ c1(T ) + c2(τ) + c3

(∫ T

0

‖Rε(Tk(ρ)u)(s)‖2
p′ ds

+

∫ T

0

‖Rε((ρT
′
k(ρ(s))− Tk(ρ(s)))div u(s)‖2

p′ ds

)
≤ k2c4(T ) + c2(τ), τ > 0.

Zde je třeba si uvědomit, že T ′k(ρ) = 0 pro taková (x, t) ∈ Ω × (0,∞), pro
něž ρ(x, t) > k. Poněvadž z (4.108) vyplývá, že mεk(s) jsou stejnoměrně
omezené, plyne (4.110) z vět o kompaktńım vnořeńı. 2

Nyńı definujme funkci Qk(t) předpisem

Qk(t) :=

∫ t

t−1

∫
Ω

(ρ(s)− ρk(s))(θ(ρ(s))− θ(ρk(s))) dxds, t ≥ 1. (4.115)

Z monotonie funkce θ dostáváme, že Qk(t) ≥ 0. V daľśı části vyšetř́ıme
chováńı funkce Qk(t) pro čas jdoućı k nekonečnu.

Lemma 4.14 Nechť ρk je funkce definovaná předpisem (4.111). Pak limes
superior funkce Qk(t) definované vztahem (4.115) splňuje nerovnost

0 ≤ lim
t→∞

supQk(t) ≤ δ1(k), (4.116)

kde δ1(k)→ 0 pro k →∞.

D ů k a z: Mějme a > 1 a funkci ϕ ∈ C∞0 (−a, a) takovou, že ϕ ≥ 0, ϕ(σ) = 1
pro σ ∈ (−1, 0). Definujme

Qε
k,a(t) :=

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(ρ(s)− ρεk(s))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s))) dxds.
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Pak zřejmě

Qε
k,a(t) =

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(ρ(s)− ρεk(s))(θ(ρ(s))− θ(ρεk(s))) dxds

+

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(ρ(s)− ρεk(s))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρ(s))) dxds,

kde posledńı člen na pravé straně konverguje k nule pro ε → 0+. Nyńı z
Lemma 4.13 dostáváme

lim
n→∞

∫ t

t−1

∫
Ω

(ρ(s)− ρεnk(s))(θ(ρ(s))− θ(ρεnk(s))) dxds = Qk(t)

pro t > 1 a pro nějakou posloupnost εn ↓ 0. Nyńı chceme odhadnout Qε
k,a(t).

Označme Va(t) := Ω × (t − a, t + a) a testujme rovnici (4.84) funkćı ϕ(s −
t)ψεk(s). Pak dostaneme∫

Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s))) dxds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)divψεk(s) dxds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)
(

(−ρu(ψεk(s))t − ρu · (u · ∇)ψεk(s) + P (u) : Dψεk(s)

−ρf · ψεk(s)
)
dxds−

∫
Va(t)

ϕ′(s− t)ρuψεk(s) dxds. (4.117)

Vezmeme Helmholz-Weyl̊uv rozklad funkce ψεk(s), t.j.

ψεk(s) = ∇zεk(s) + vεk(s), div vεk(s) = 0 v Ω, vεk(s) · n = 0 na ∂Ω

pro skoro všechna s ∈ (0,∞). Z obvyklé konstrukce rozkladu, z (4.105) a z

(4.107) vyplývá, že
∫

Ω
zεk dx = 0, vεk ∈ W 1,r(Ω), zεk ∈ W 2,r(Ω), ∂zεk

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0,

pro r ∈ [1,∞). Nyńı zahrneme do výpočtu formulaci úlohy (4.99). Tedy∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρεk(s)(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s))) dxds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)wεk(s)divψεk(s) dxds = −
∫
Va(t)

ϕ(s− t)∇wεk(s) ·ψεk(s) dxds
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= −
∫
Va(t)

ϕ(s− t)∇wεk(s) · (∇zεk(s) + vεk(s)) dxds

= −
∫
Va(t)

ϕ(s− t)∇wεk(s) · ∇zεk(s) dxds

= −
∫
Va(t)

ϕ(s− t)Rε(Tk(ρ(s)))f · ∇zεk(s) dxds. (4.118)

Odečteńım (4.118) od (4.117) źıskáme vyjádřeńı∫
Va(t)

ϕ(s− t)(ρ(s)− ρεk(s))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρεk(s))) dxds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)(ρ(s)− ρεk(s))divψεk(s) dxds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)P (u) : Dψεk(s) dxds

−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρu · (u · ∇)ψεk(s) dxds

−
∫
Va(t)

ϕ′(s− t)ρuψεk(s) dxds−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρu(ψεk)t(s) dxds

−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)(ρ−Rε(Tk(ρ(s))))f · ∇zεk(s) dxds

−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρf · vεk(s) dxds =:
6∑
j=1

Iεjk(t).

Označme

σa(t) := max

{∫ t+a

t−a
‖Du(s)‖Ψ2 ds,

∫ t+a

t−a
‖Du(s)‖2

Ψ2
ds,

∫ t+a

t−a
‖P (u)(s)‖M ds

}
. (4.119)

Nyńı odhadneme integrály Iεjk(t) jeden po druhém. Tedy

|Iε1k(t)| ≤ ‖ϕ‖∞
∫ t+a

t−a
‖P (u)(s)‖M‖Dψεk(s)‖M ds ≤ cσa(t).
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|Iε2k(t)| ≤ ‖ϕ‖∞
∫
Va(t)

ρ|u|2|∇ψεk(s)| dxds

≤ c

∫ t+a

t−a
‖u(s)‖2

∞

∫
Ω

ρ(s)|∇ψεk(s)| dxds

≤ c‖ρ‖L∞(0,∞;LΦ1
(Ω))‖∇ψεk‖L∞(0,∞;LM (Ω))σa(t).

|Iε3k(t)| ≤ ‖ϕ′‖∞
∫ t+a

t−a
‖u(s)‖∞

∫
Ω

ρ(s)|ψεk(s)| dxds ≤ cσa(t).

Z (4.99) a (4.114) vyplývá spojitá diferencovatelnost funkce wεk(x, s), kde
∂twεk(·, s) lež́ı v prostoru Lr(Ω) pro každé r > 1, ε > 0, s > 0. Z regular-
ity funkce wεk(s) vyplývá spojitá diferencovatelnost podle proměnné s funkce
Gεk(s,m), která je daná vztahem (4.102). Jelikož funkce ∂Gεk/∂m je kladná,
je funkce mεk(s), definovaná jako jediné řešeńı rovnice (4.101), spojitě difer-
encovatelná. Odtud vyplývá, že θ(ρεk) je diferencovatelná podle proměnné s
v prostoru L∞loc([0,∞);Lr(Ω)). Z vlastnost́ı jádra K a z (4.106) vyplývá, že
∂tψεk(·, t) existuje ve smyslu prostoru W 1,r(Ω) pro libovolné r > 1.

Z Poznámky 4.3 vyplývá, že ve smyslu distribućı můžeme psát

(Rε(θ(ρ)))t = −div (Rε(θ(ρ)u)) +Rε((θ(ρ)− ρθ′(ρ))div u) +
1

ε
φ0

(s
ε

)
ρ0.

Odtud
(ψεk)t = S div z + Sq − Sθ(ρεk)t, (4.120)

kde

z = −Rε(θ(ρ)u), q = Rε((θ(ρ)− ρθ′(ρ))div u) +
1

ε
φ0

(s
ε

)
ρ0. (4.121)

Z Poznámky 4.3 plyne, že div z ∈ C∞(0,∞;LΨ1(Ω)). Na základě výše uve-
dené rovnice, Důsledku 3.9 a Youngovy věty pro konvoluce, viz. např. [9,
str. 85], odvod́ıme odhad

‖S div z‖M + ‖Sq‖M ≤ c(‖z‖∞ + ‖q‖p′)

pro p′ > N . Problém s regularitou ρ0 překonáme pomoćı regularizace funkce
ρ0, poněvadž tento člen zmiźı pro ε→ 0. Odtud

‖S div z‖M + ‖Sq‖M ≤ c

(
‖Du(s)‖Ψ2 +

1

ε
φ0

(s
ε

))
. (4.122)
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Dále z Youngovy věty pro konvoluce vyplývá, že

‖S(θ(ρεk)t(s))‖∞ ≤ c‖θ(ρεk)t(s)‖p′

pro p′ > N a

‖θ(ρεk)t(s)‖p′ ≤ c(‖(wεk)t(s)‖p′ + |m′εk(s)|). (4.123)

Výše uvedené nerovnosti nám umožňuj́ı provést následuj́ıćı odhad (k odhadu
pravé strany posledńı nerovnosti použijeme stejný postup jako v d̊ukazu
Lemma 4.13, konkrétně nerovnosti (4.113) a (4.114), a definici seřezávaćı
funkce Tk)

|Iε4k(t)| ≤ c‖ϕ‖∞‖ρ‖L∞(0,∞;LΦ1
(Ω))

∫ t+a

t−a
‖u(s)‖∞‖(ψεk)t(s)‖M ds ≤ ckσa(t).

Pro daľśı integrál plat́ı odhad

|Iε5k(t)| ≤ c‖ϕ‖∞‖f‖∞ sup
s,ε,k
‖ψεk(s)‖∞

∫ t+a

t−a
‖Rε(Tk(ρ(s)))−ρ(s)‖1 ds =: δ1

ε (k),

kde δ1
ε (k)→ δ1(k) pro ε→ 0 a δ1(k)→ 0 pro k →∞ na základě Lemma 1.43.

Zbývá vhodně odhadnout integrál

|Iε6k(t)| =
∣∣∣∣∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)f · vεk dxds
∣∣∣∣ . (4.124)

Zde ale nev́ıme, zda funkce Dvεk(s) ∈ LM(Ω)N×N pro skoro všechna s ≥ 0,
ε ∈ (0, 1) a k = 1, 2, . . ., což je nutné pro slabou formulaci úlohy (4.84).
Aproximujeme tedy tento integrál integrálem

Iε6kh(t) :=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)f · vεkh dxds,

kde vεkh ∈ C1(Ω) je funkce z Helmholz-Weylova rozkladu funkce ψεkh, kde
ψεkh(s) ∈ C∞0 (Ω), ‖ψεkh − ψεk‖L∞(0,∞;C(Ω)) → 0 pro h → 0+ a plat́ı, že
‖ψεkh‖L∞(0,∞;W 1,r

0 (Ω)) ≤ C pro C nezávislé na k, ε a h a pro libovolné r > N .

Existence funkćı ψεkh plyne z Lemma 1.41 a z definice Helmholz-Weylova
rozkladu dostáváme

‖∇zεkh(s)−∇zεk(s)‖∞ ≤ ‖∇ψεkh(s)−∇ψεk(s)‖r ≤ C, r > N,

87



‖∇zεkh(s)−∇zεk(s)‖2 ≤ C‖ψεkh(s)− ψεk(s)‖M ,
kde ψεkh(s) = ∇zεkh(s) + vεkh(s).

Z omezenosti gradientu funkce ψεk(s) a z Lemma 1.45 vyplývá, že jestliže
|ψεkh(s) − ψεk(s)| konverguje k nule v L∞(0,∞;LM(Ω)), pak |∇zεkh(s) −
∇zεk(s)| a |vεk(s)−vεkh(s)| konverguj́ı k nule ve stejném prostoru pro h→ 0+
a nav́ıc plat́ı

|Iε6k(s)− Iε6kh(s)| ≤ δ2(h),

kde δ2(h)→ 0 pro h→ 0+ a δ2 nezáviśı na s a ε.
Funkci vεkh můžeme odhadnout takto

‖vεkh‖L∞(0,∞;W 1,∞(Ω)) ≤ ∆(h),

kde ∆(h)→∞ pro h→ 0.
Následuj́ıćı tvrzeńı nám umožńı na základě konstrukce vhodné funkce κ

odhadnout integrál Iε6kh(s).

Tvrzeńı 4.15 [24] Nechť Ω je tř́ıdy C2. Pak pro dostatečně malé η > 0
existuje oblast Ωη ⊂ Ω taková, že Ωη ⊂ Ω, |Ω\Ωη| ≤ cη a jestlǐze x ∈ ∂Ω, pak
existuje jediné y = y(x) ∈ ∂Ωη s vlastnost́ı n(x) = n(y(x)) a |x − y(x)| = η
pro všechna x ∈ ∂Ω. Nav́ıc existuje funkce κ ∈ W 1,∞(Ω) taková, že κ(x) = 1

pro x ∈ Ωη, κ(x) = 0 pro x ∈ Ω\Ω η
2
, |∇κ| ≤ c

η
pro x ∈ Ω η

2
\Ωη a ∂κ

∂τ

∣∣∣
∂Ωη

= 0,

kde τ je tečný jednotkový vektor k hranici.

Nechť η > 0 a κ ∈ W 1,∞(Ω) je taková funkce, že |supp (1− κ)| ≤ η. Pak∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)f · vεkh dxds =

∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)f · vεkhκ dxds

+

∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρ(s)f · vεkh(1− κ) dxds =: Jh1 + Jh2 . (4.125)

Snadno ověř́ıme, že

|Jh2 | ≤ ca‖ρ‖L∞(0,∞;LΦ1
(Ω))‖f‖∞‖vεkh‖L∞(0,∞;L∞(Ω))‖χsupp(1−κ)‖M ≤ c(η),

kde c(η)→ 0 pro η → 0.
Protože dvojice (ρ,u) je slabé řešeńı úlohy (4.83)–(4.87), můžeme přepsat

integrál Jh1 následuj́ıćım zp̊usobem

Jh1 =

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(
P (u) : D(κvεkh)− ρdiv (κvεkh)

88



−ρu · ((u · ∇)(κvεkh))− ρuκ(vεkh)t

)
dxds

−
∫ t+a

t−a
ϕ′(s− t)

∫
Ω

κρu · vεkh dxds

=

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(
κP (u) : Dvεkh

−κρu · ((u · ∇)vεkh)− ρuκ(vεkh)t

)
dxds

−
∫ t+a

t−a
ϕ′(s− t)

∫
Ω

κρu · vεkh dxds

+

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(
P (u) : Sym(∇κ⊗ vεkh)

−ρ(u · ∇κ)(u · vεkh)− ρ∇κ · vεkh)
)
dxds =:

7∑
i=1

J
h

i , (4.126)

kde Sym znamená symetrickou část tenzoru. Integrály J
h

1 , . . . , J
h

4 můžeme

odhadnout pomoćı funkce c∆(h)σa(t) a integrály J
h

5 a J
h

6 funkćı c
η
σa(t).

Zbývá odhadnout integrál J
h

7 .
Nechť z daného bodu x ∈ Ωη/2\Ωη vycháźı polopř́ımka, která je normálou

k hranici ∂Ωη v bodě x1 a k ∂Ω v bodě x2. Pak |x − x2| ≤ η. Protože
vεkh(x2) · n(x2) = 0, n(x2) = n(x1) a ∇κ(x1) ⊥ τ(x2), z Tvrzeńı 4.15 pak
dostáváme ∇κ(x) · vεkh(x2) = 0. Můžeme tedy zkonstruovat oblast Ωα,
kde α = |x − x2| a použit́ım stejných výsledk̊u jako v Tvrzeńı 4.15 pro Ωη

ukážeme, že ∇κ(x) · τ(x) = 0 pro libovolný vektor τ , který je tečnou k ∂Ωα

v bodě x. Z lipschitzovskosti funkce vεkh vyplývá

|∇κ(x) · vεkh(x)| = |∇κ(x) · (vεkh(x)− vεkh(x2))|

≤ c

η
η‖vεkh‖L∞(0,∞;W 1,∞(Ω)) ≤ c∆(h).

Výše uvedená nerovnost pak umožňuje odvodit odhad∣∣∣∣∫
Va(t)

ρ∇κ · vεkh dxds
∣∣∣∣ ≤ ∆(h)‖ρ‖L∞(0,∞;LΦ1

(Ω))‖χΩη/2\Ωη‖M . (4.127)
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Spoj́ıme-li výše uvedené odhady dohromady, pak dostáváme

|Jh1 + Jh2 | ≤ c(η) + c∆(h)σa(t) + c∆(h)w(η) +
c

η
σa(t), (4.128)

kde w(η)→ 0 pro η → 0+. Odtud

lim
t→∞

sup lim
ε→0

sup |Iε6kh(t)| ≤ δ2(h) + w(η)∆(h),

pro δ2(h)→ 0 pro h→ 0 a w(η)→ 0 pro η → 0.
Dokázali jsme tedy

0 ≤ Qk(t) ≤ lim
n→∞

Qεn
ak(t)

≤ c

(
1 + ∆(h) + k +

1

η

)
σa(t) + w(η)∆(h) + δ1(k) + δ2(h)

a nerovnost (4.116) je tedy splněna d́ıky vhodné volbě η a h. 2

4.2.5 Konvergence hustoty

Lemma 4.16 Nechť q ∈ W 1,1
loc (a,∞), a ∈ R+

0 , je taková funkce, že q(s) ≥ 0

pro s ≥ a a lim supt→∞
∫ t
t−1

(q(s) + |q′(s)|) ds ≤ δ1(k). Pak

lim
t→∞

sup q(t) ≤ δ1(k). (4.129)

D ů k a z: Důkaz plyne ihned z nerovnosti (viz. [24])

q(t) ≤
∫ t

t−1

(q(s)+|q′(s)|) ds. 2

Položme
qk(t) := ‖θ(ρ(t))− θ(ρk(t))‖2

2, t > 1 . (4.130)

Pak z Tvrzeńı 4.12 vyplývá, že∫ t

t−1

qk(s) ds ≤ Qk(t)

a tedy

lim
t→∞

sup

∫ t

t−1

qk(s) ds ≤ δ1(k). (4.131)
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Zbývá ukázat, že

lim
t→∞

∫ t

t−1

|q′k(s)| ds = 0,

což je d̊usledkem následuj́ıćıho lemma.

Lemma 4.17√∫ t

t−1

∣∣∣∣ dds‖θ(ρ(s))− θ(ρk(s))‖2
2

∣∣∣∣2 ds ≤ ck
√
σ(t), (4.132)

kde

σ(t) := max

{∫ t

t−1

‖Du(s)‖Ψ2 ds,

∫ t

t−1

‖Du(s)‖2
Ψ2

ds,∫ t

t−1

‖P (u)(s)‖M ds

}
.

D ů k a z: Stač́ı ověřit, že∣∣∣∣∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

(θ(ρ(s))− θ(ρk(s)))2 dxds

∣∣∣∣ ≤ ck‖η‖L2(t−1,t)

√
σ(t) (4.133)

pro libovolné η ∈ C∞0 (t− 1, t). Nejprve z renormalizované rovnice kontinuity
dostáváme odhad∣∣∣∣∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

θ(ρ)2 dxds

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

t−1

η(s)

∫
Ω

(2ρθ(ρ)θ′(ρ)− θ(ρ)2)div u dxds

∣∣∣∣
≤ c

∫ t

t−1

|η(s)|
∫

Ω

|div u| dxds ≤ c‖η‖L2(t−1,t)

√
σ(t).

Dále∣∣∣∣∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

θ(ρ)θ(ρk) dxds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− ∫ t

t−1

η(s)

∫
Ω

θ(ρ) (u · ∇θ(ρk)) dxds

+

∫ t

t−1

η(s)

∫
Ω

θ(ρ)θ(ρk)t dxds−
∫ t

t−1

η(s)

∫
Ω

(ρθ′(ρ)− θ(ρ))θ(ρk)div u dxds

∣∣∣∣
≤ c

(∫ t

t−1

|η(s)|‖u(s)‖∞
∫

Ω

|∇θ(ρk)| dxds+

∫ t

t−1

|η(s)|
∫

Ω

|θ(ρk)t| dxds
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+

∫ t

t−1

|η(s)|
∫

Ω

|div u| dxds
)

≤ c‖η‖L2(t−1,t)

(√∫ t

t−1

‖u(s)‖2
∞

(∫
Ω

|∇θ(ρk)| dx
)2

ds

+‖θ(ρk)t‖L2(t−1,t;L1(Ω)) +
√
σ(t)

)
=: I1 + I2 + I3.

Integrál I1 pak s pomoćı (4.100) a definice seřezávaćı funkce odhadneme takto

I1 ≤ ck‖ρ‖L∞(0,∞;L1(Ω))

√
σ(t).

Nyńı ukážeme, že pokud odhadneme integrál I2, pak máme i odhad posledńı
části, kterou dostaneme po umocněńı z (4.133), neboť∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

θ(ρk)
2 dxds = lim

εn→0+

∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

θ(ρεnk)
2 dxds. (4.134)

Odtud plyne, že stač́ı odhadnout pravou stranu. Tedy∣∣∣∣∫ t

t−1

η′(s)

∫
Ω

θ(ρεnk)
2 dxds

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫ t

t−1

η(s)

∫
Ω

θ(ρεnk)θ(ρεnk)t dxds

∣∣∣∣
≤ c

∫ t

t−1

|η(s)|‖θ(ρεnk)t(s)‖1 ds ≤ ‖η‖L2(t−1,t)‖θ(ρεnk)t‖L2(t−1,t;L1(Ω)). (4.135)

Z (4.113), (4.114), (4.123) a z odhadu funkce m′εk(s) v prostoru L2(t − 1, t)
pro t > 1 (viz. Lemma 4.13) vyplývá, že

‖θ(ρεnk)t‖L2(t−1,t;L1(Ω)) ≤ ck
√
σ(t),

nebot’
∫ t
t−1

1
ε2
φ0(s/ε) ds→ 0 pro ε→ 0 a t > 1. 2

Lemma 4.18 Pro r ∈ [1,∞)

lim
t→∞

sup ‖θ(ρ(t))− θ(ρk(t))‖r ≤ cδ1(k). (4.136)

D ů k a z: Důkaz ihned plyne z omezenosti funkce θ. 2

Následuj́ıćı lemma nám umožňuje udělat přechod k →∞.
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Lemma 4.19 Za výše uvedených předpoklad̊u plat́ı, že limita

lim
t→∞
‖θ(ρ(t))− θ(ρ(t))‖r = 0 (4.137)

pro každé r ∈ [1,∞), kde ρ := w+m a w a m jsou limitńı stavy posloupnosti
funkćı {wk}∞k=1 a {mk}∞k=1.

D ů k a z: Použijeme-li stejnou techniku odhadu jako v nerovnosti (4.114),
dostaneme

‖wk1(s)− wk2(s)‖r ≤ c‖Tk1(ρ(s))− Tk2(ρ(s))‖1 (4.138)

pro r ∈
[
1, N

N−1

)
a skoro všechna s > 0, kde wki , i = 1, 2, jsou řešeńı úlohy

(4.99). Z nerovnosti (4.138) v d̊usledku Lemma 1.43 vyplývá, že posloup-
nost {wk}∞k=1 je cauchyovská a tedy konvergentńı v L∞(0,∞;Lr(Ω)) pro
r ∈ [1, N

N−1
). Označme jej́ı limitu w, w ∈ L∞(0,∞;Lr(Ω)). Z (4.104) plyne

následuj́ıćı rovnost∫
Ω

θ(wεk(s) +mεk(s))− θ(wεk+q(s) +mεk+q(s)) dx = 0

pro s.v. s > 0 a pro každé q ∈ N0. Po limitńım přechodu ε→ 0 dostaneme∫
Ω

θ(wk(s) +mk(s))− θ(wk+q(s) +mk+q(s)) = 0 pro s.v. s > 0

a odtud plyne, že

lim
k→∞

sup

∫
Ω

θ(wk(s) +mk(s)) dx = lim
k→∞

inf

∫
Ω

θ(wk(s) +mk(s)) dx

pro s.v. s > 0. Z této nerovnosti lze sporem odvodit, že

lim
k→∞

supmk(s) = lim
k→∞

inf mk(s)

a tedy limk→∞mk(s) = m(s) < ∞ pro s.v. s > 0. Jestliže chceme dokázat
(4.137), pak muśıme ukázat, že mk → m v prostoru L∞(0,∞). Důkaz této
konvergence je založen na sporu. Předpokládejme, že pro každé k0 existuje
k ≥ k0 takové, že ‖mk −m‖L∞(0,∞) ≥ δ > 0. Pak z rovnosti∥∥∥∥∫

Ω

θ(wk1(·) +mk1(·)) dx−
∫

Ω

θ(wk2(·) +mk2(·)) dx
∥∥∥∥
L∞(0,∞)

= 0
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pro každé k1, k2 = 1, 2, . . ., z konvergence skoro všude a z Lebesgueovy věty
aplikované na předchoźı identity dostáváme∥∥∥∥∫

Ω

θ(wk(·) +mk(·)) dx−
∫

Ω

θ(w(·) +m(·)) dx
∥∥∥∥
L∞(0,∞)

= 0.

Odtud

0 =

∥∥∥∥∫
Ω

θ(wk(·) +mk(·))− θ(w(·) +m(·)) dx
∥∥∥∥
L∞(0,∞)

=

∥∥∥∥∫
Ω

(∫ 1

0

θ′(α(wk(·) +mk(·)) + (1− α)(w(·) +m(·))) dα
)
×

(wk(·) +mk(·)− w(·)−m(·)) dx
∥∥∥∥
L∞(0,∞)

=

∥∥∥∥∫
Ω

(∫ 1

0

θ′(α(wk +mk) + (1− α)(w +m)) dα

)
(wk − w) dx

+

∫
Ωσ·

(∫ 1

0

θ′(α(wk +mk) + (1− α)(w +m)) dα

)
(mk −m) dx

+

∫
Ω\Ωσ·

(∫ 1

0

θ′(α(wk +mk) + (1− α)(w +m)) dα

)
(mk −m) dx

∥∥∥∥
L∞(0,∞)

= ‖Ik1 (·) + Ik2 (·) + Ik3 (·)‖L∞(0,∞)

≥ ‖Ik2 (·)‖L∞(0,∞) − ‖Ik1 (·)‖L∞(0,∞) − ‖Ik3 (·)‖L∞(0,∞),

kde Ωσs := {x ∈ Ω; |wk(x, s)−w(x, s)| ≤ σ}. Poněvadž z (4.138) plyne kon-

vergence funkćı wk v prostoru L∞(0,∞;Lr(Ω)) pro r ∈
[
1, N

N−1

)
, dostáváme

ess inf
s∈(0,∞)

|Ωσs| ≥ δ3(σ) a ess sup
s∈(0,∞)

|Ω \ Ωσs| ≤ δ4(σ),

kde δi > 0, i = 3, 4, a nav́ıc δ3(σ) → |Ω| a δ4(σ) → 0 pro σ → 0. Odvozeńı
druhé nerovnosti je zřejmé, protože pokud by to nebyla pravda, pak posloup-
nost {wk}∞k=1 nemůže konvergovat v L∞(0,∞;Lr(Ω)), pro r ∈ [1, N

N−1
).

Důkaz prvńı nerovnosti je založen na stejné myšlence. Nav́ıc plat́ı

|Ωσs| = |Ω \ (Ω \ Ωσs)| = |Ω| − |Ω \ Ωσs|

≥ |Ω| − δ4(σ) =: δ3(σ).
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Užit́ım omezenosti θ′(r) dostaneme, že ‖Ik1 (·)‖L∞(0,∞) → 0. Dále je vidět, že

‖Ik3 (·)‖L∞(0,∞) ≤ c‖ |Ω \ Ωσ·| ‖L∞(0,∞) ≤ cδ4(σ),

což plyne z omezenosti θ′, mk(s) a m(s). To znamená, že ‖Ik3 (·)‖L∞(0,∞) je
libovolně malý pro k dostatečně velké. Ale∥∥∥∥∫

Ωσ·

∫ 1

0

θ′(α(wk +mk) + (1− α)(w +m)) dα(mk −m) dx

∥∥∥∥
L∞(0,∞)

> c‖mk −m‖L∞(0,∞) > cδ > 0,

pro k →∞, protože θ′(z) > 0 a tedy i∫
Ωσs

∫ 1

0

θ′(α(wk +mk) + (1− α)(w +m)) dαdx > c > 0

pro s.v. s ∈ (0,∞). Odtud vyplývá

0 ≥ lim
k→∞
‖Ik2 ‖∞ − ‖Ik1 ‖∞ − ‖Ik3 ‖∞ > cδ > 0,

což je spor. Dále již snadno ověř́ıme, že

lim
t→∞
‖θ(ρ(t))− θ(ρ(t))‖r = 0

pro každé r ∈ [1,∞), kde ρ = w +m. 2

Věta 4.20 Předpokládejme, že předpoklady z kapitoly 5.2.2 jsou splněny.
Pak existuje jediná funkce ρ∞ ∈ LΦ1(Ω) taková, že

lim
t→∞
‖ρ(t)− ρ∞‖Φ = 0. (4.139)

Funkce Φ je Youngova funkce s vlastnost́ı, že pro jej́ı komplementárńı funkci
Ψ plat́ı, že ∫

Ω

Ψ1(|w|
1
α ) dx ≤ c

pro libovolné w takové, že
∫

Ω
Ψ(w) dx ≤ 1, a pro libovolné ale pevně zvolené

α ∈ (0, 1). Rovnovážný stav hustoty ρ∞ nav́ıc splňuje rovnice (4.89) a (4.90).
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D ů k a z: Nechť tn → ∞ je libovolná posloupnost. Pak vybereme pod-

posloupnost {sn}∞n=1 ⊂ {tn}∞n=1 takovou, že ρ(sn)
Ψ1⇀ ρ∞. Dále w(sn) → w∞

v Lr(Ω) pro r ∈
[
1, N

N−1

)
, což je d̊usledek Lemma 1.43, Lemma 1.44 a

následuj́ıćıho odhadu∫
Ω

(w(sn)− w(sm))∆ξ dx =

∫
Ω

(ρ(sn)− ρ(sm))f · ∇ξ dx

≤ ‖f‖1,∞‖ρ(sn)− ρ(sm)‖−1,r‖∇ξ‖1,r′

pro r′ > N . Odhad je proveden analogicky jako v (4.114). Nav́ıc m(sn) →
m∞. Z (4.137) dostaneme, že θ(ρ(sn)) − θ(ρ(sn)) → 0 s.v. v Ω. Odtud
θ(ρ(sn)) → θ(w∞ + m∞), θ(ρ(sn)) → θ(w∞ + m∞) s.v. v Ω a tedy ρ(sn) →
w∞ + m∞ s.v. v Ω. Z omezenosti ‖ρ(sn)‖Φ1 (s použit́ım konvergence podle
mı́ry) a z následuj́ıćıho odhadu∫

Ω

uw dx =

∫
Ω

u1−αuαw dx ≤ ‖u‖1−α
1

(∫
Ω

Φ1(u) dx+

∫
Ω

Ψ1(|w|
1
α ) dx

)α
pro α ∈ (0, 1) vyplývá konvergence ρ(sn) v prostoru LΦ(Ω), kde komple-
mentárńı funkce Ψ splňuje nerovnost z předpoklad̊u této věty. Odtud plyne,
že ρ∞ = w∞ +m∞. Z konvergence funkćı ρ(sn) k ρ∞ pak dostaneme∫

Ω

ρ∞∆ξ dx =

∫
Ω

(w∞ +m∞)∆ξ dx =

∫
Ω

ρ∞f · ∇ξ dx

pro funkci ξ z Helmholz-Weylova rozkladu funkce η ∈ C∞0 (Ω), t.j. η = ∇ξ+z.
Jelikož ∫

Ω

ρ∞div z dx = 0,

zbývá ověřit, že
∫

Ω
ρ∞f · z dx = 0. Je jasné, že d̊ukaz bude úplný, když

ukážeme, že

lim
n→∞

∫
Ω

ρ(sn)f · z dx = 0 (4.140)

pro z ∈ C∞(Ω), div z = 0 a z·n|∂Ω = 0, protože potom 0 = limn→∞
∫

Ω
ρ(sn)f ·

z dx =
∫

Ω
ρ∞f · z dx. Abychom ověřili (4.140) je nutné dokázat, že∫ t

t−1

∣∣∣∣∫
Ω

ρ(s)f · z dx
∣∣∣∣ ds→ 0 (4.141)
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a ∣∣∣∣∫ t

t−1

ϕ′(s)

∫
Ω

ρ(s)f · z dxds
∣∣∣∣→ 0 pro t→∞ (4.142)

a ϕ ∈ C∞0 (t− 1, t). Tedy ze slabé formulace (4.84) plyne∫ t+a

t−a
|υ(s)|

∣∣∣∣∫
Ω

ρ(s)f · z dx
∣∣∣∣ ds ≤ c‖υ‖∞‖Pu‖L1(t−a,t+a;LM (Ω))‖∇z‖∞

+c‖∇z‖∞‖υ‖∞‖ρ‖L∞(0,∞;LΦ1
(Ω))

∫ t+a

t−a
‖Du(s)‖2

Ψ2
ds

+‖z‖∞
∫ t+a

t−a
|υ′(s)|‖ρu(s)‖1 ds→ 0

pro t→∞ a funkci υ ∈ C∞0 (t−a, t+a) takovou, že υ(s) ≡ 1 pro s ∈ [t−1, t],
což dává (4.141). Dále ze slabé formulace rovnice kontinuity vyplývá, že∣∣∣∣∫ t

t−1

ϕ′(s)

∫
Ω

ρ(s)f · z dxds
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

t−1

ϕ(s)

∫
Ω

ρ(s)(u(s) · ∇(f · z)) dxds

∣∣∣∣
≤ c‖f‖1,∞‖z‖1,∞‖ϕ‖L2(t−1,t)

√
σ(t).

Odtud s použit́ım Lemma 4.16 pro δ1(k) = 0 dostaneme požadovaný výsledek.
Ukázali jsme, že∫

Ω

ρ∞div η dx =

∫
Ω

ρ∞f · η dx, η ∈ C∞0 (Ω). (4.143)

Vezmeme nyńı funkci ηi ∈ C∞0 (Ω) (η = (η1, . . . , ηn)) pro libovolné ale pevné
i a ηj ≡ 0 pro j 6= i, kde η = (η1, . . . , ηn). Pak zřejmě existuje derivace ve
smyslu distribućı funkce ρ∞ a tedy

∇ρ∞ = ρ∞f s.v. v Ω (4.144)∫
Ω

ρ∞ dx =

∫
Ω

ρ0 dx. (4.145)

K d̊ukazu jednoznačnosti můžeme použ́ıt myšlenku z [6], t.j. předpokládáme
existenci dvou řešeńı úlohy (4.144) a (4.145) a odvod́ıme

∇(ln (|ρ1 − ρ2|)) = ∇g
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na oblastech, kde |ρ1 − ρ2| 6= 0. Odtud

|ρ1(x)− ρ2(x)| = ekeg(x),

kde g ∈ L∞(Ω) a k je konečná konstanta, která záviśı na souvislých podoblastech,
kde |ρ1−ρ2| 6= 0. To ale vede ke sporu bud’ s nulou na hranici těchto oblast́ı
nebo s (4.145) d́ıky spojitosti funkce ρ∞ na Ω.
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5 Stabilizace řešeńı Navierových-Stokesových

rovnic a rychlost konvergence k rovnovážnému

stavu

5.1 Úvod

V této kapitole budeme studovat trošku odlǐsný model reprezentuj́ıćı prouděńı
stlačitelných tekutin a z tohoto d̊uvodu mu budeme věnovat samostatný pros-
tor. Budeme se opět zabývat stabilizaćı a rychlost́ı konvergence k rovnovážnému
stavu pro řešeńı následuj́ıćıch rovnic popisuj́ıćıch prouděńı stlačitelné tekutiny
ve dvou dimenźıch

ρ (ut + uux + vuy)− 2µuxx − µ(uy + vx)y + p(ρ)x − (λ(ρ)div u)x = 0,

(5.1)

ρ (vt + uvx + vvy)− 2µvyy − µ(uy + vx)x + p(ρ)y − (λ(ρ)div u)y = 0,

ρt + div (ρu) = 0 (5.2)

pro (x, y) ∈ Ω := {(x, y) ∈ R2; 0 < x < 1, 0 < y < 1} a t ∈ (0, T ).
Co se týče označeńı, pak znač́ıme u = (u, v) rychlostńı vektor, z = (x, y) a
dz = dxdy. Tyto rovnice doplńıme počátečńımi a okrajovými podmı́nkami
ve tvaru

u(0, y, t) = u(1, y, t) = vx(0, y, t) = vx(1, y, t) = 0,

(5.3)

v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = uy(x, 0, t) = uy(x, 1, t) = 0

a
ρ(x, y, 0) = ρ0(x, y), (5.4)

u(x, y, 0) = u0(x, y) (5.5)

pro (x, y) ∈ Ω.

5.2 Základńı předpoklady

Celou úlohu (5.1)–(5.5) doplńıme daľśımi předpoklady, pro něž lze ukázat
existenci klasického řešeńı úlohy (5.1)–(5.5). Tyto předpoklady maj́ı podobu

1. λ(ρ) = ρβ pro β > 3, p(ρ) = ργ pro γ ≥ β, µ = 1;
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2. ρ0 ∈ C1+α(Ω), u0 ∈ C2+α(Ω), kde α ∈ (0, 1);

3. 0 < m0 ≤ ρ0(x, y) ≤M0 < +∞ pro (x, y) ∈ Ω;

4.

u0

∣∣∣
x=0

= u0

∣∣∣
x=1

=
∂v0

∂x

∣∣∣
x=0

=
∂v0

∂x

∣∣∣
x=1

= 0,

v0

∣∣∣
y=0

= v0

∣∣∣
y=1

=
∂u0

∂y

∣∣∣
y=0

=
∂u0

∂y

∣∣∣
y=1

= 0,

[2µ(u0)xx + (λ(ρ0)div u0)x + µ((u0)y + (v0)x)y − (p(ρ0))x]x=0, x=1 = 0,

[2µ(v0)yy + (λ(ρ0)div u0)y + µ((u0)y + (v0)x)x − (p(ρ0))y]y=0, y=1 = 0.

Důkaz existence klasického řešeńı pro úlohu (5.1)–(5.5) za výše uvedených
podmı́nek ukázal V. A. Kažichov a V. A. Vajgant v [11]. Tento existenčńı
výsledek můžeme shrnout do věty

Věta 5.1 [11] Nechť jsou splněny předpoklady 1.– 4.. Pak existuje jediné
klasické řešeńı úlohy (5.1)–(5.5) na QT takové, že

u ∈ C2+α,1+α/2(QT )N , ρ ∈ C1+α,1+α/2(QT ) pro α ∈ (0, 1).

Dále existuj́ı konstanty m1 a M1 s vlastnost́ı, že

0 < m1 ≤ ρ(x, y, t) ≤M1 < +∞ pro (x, y, t) ∈ QT (5.6)

a toto řešeńı splňuje energetickou nerovnost

d

dt

∫
Ω

(
1

2
ρ|u|2 +

ργ

γ − 1

)
dz +

∫
Ω

(
|∇u|2 + ρβ|div u|2

)
dz ≤ 0 (5.7)

pro γ > 1 (viz. [11, str. 1114, 1116]).

Poznámka 5.2 Zřejmě řešeńı úlohy (5.1)–(5.5) vyhovuje také renormalizo-
vané rovnici kontinuity, t.j.

θ(ρ)t + div (θ(ρ)u) + (ρθ′(ρ)− θ(ρ))div u = 0,

kde θ ∈ C1(R+
0 ) a θ, θ′ jsou omezené funkce.
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Stabilizaćı budeme rozumět, že pro dané řešeńı úlohy (5.1)–(5.5) splňuj́ıćı en-
ergetickou nerovnost (5.7) existuje konstanta ρ∞ > 0 reprezentuj́ıćı rovnovážný
stav hustoty taková, že

lim
t→∞
‖ρ(t)− ρ∞‖q = 0 pro q ∈ [1, γ) (5.8)

a

ρ∞ =

∫
Ω

ρ0 dz, (5.9)

protože |Ω| = 1.

5.3 Chováńı hustoty a rychlostńıho vektoru pro čas
jdoućı k nekonečnu

Lemma 5.3 Nechť dvojice (ρ,u) je řešeńım úlohy (5.1)–(5.5). Potom hus-
tota ρ ∈ L∞(0,∞;Lγ(Ω)) a rychlostńı vektor spolu s hustotou splňuje nerov-
nosti ∫ ∞

0

‖∇u(s)‖2
2 ds <∞

a ∫ ∞
0

∫
Ω

ρβ|div u|2 dzds <∞.

Z výše uvedených nerovnost́ı pak vyplývá

lim
t→∞

∫ t+a

t−a
‖∇u(s)‖2

2 ds = 0 (5.10)

a

lim
t→∞

∫ t+a

t−a

∫
Ω

ρβ|div u|2 dzds = 0 pro libovolné a > 0. (5.11)

D ů k a z: Tvrzeńı výše uvedeného lemmatu je d̊usledkem energetické nerov-
nosti (5.7). 2

5.4 Globálně stejnoměrné odhady

V této kapitole rychle projdeme d̊ukaz stabilizace hustoty, neboť je totožný
s d̊ukazem v [24]. Hlavńı myšlenka d̊ukazu je také zmı́něna v kapitole 5.2.4.
Definujme

Q(t) :=

∫ t

t−1

∫
Ω

(p(ρ(s))− p(ρ(s)))(θ(ρ(s))− θ(ρ(s))) dzds, t ≥ 1, (5.12)
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kde p(z) := zγ pro z ≥ 0 a p(z) := −p(−z) pro z < 0.

Pak dostáváme z následuj́ıćıho lemmatu informaci ohledně chováńı funkce
Q(t) pro čas t→∞.

Lemma 5.4 Nechť ρε je funkce definovaná vztahem (4.103) pro “k = ∞”.
Pak pro limitu funkce Q(t) definované prostřednictv́ım (5.12) plat́ı, že

lim
t→∞

Q(t) = 0. (5.13)

D ů k a z: Nechť a > 1, ϕ ∈ C∞0 (−a, a), ϕ ≥ 0, ϕ(σ) = 1 pro σ ∈ (−1, 0).
Položme opět

Qε
a(t) :=

∫ t+a

t−a
ϕ(s− t)

∫
Ω

(p(ρ(s))− p(ρε(s)))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρε(s))) dzds.

Pak analogickým zp̊usobem jako v kapitole 5.2.4 odvod́ıme s pomoćı (5.1)∫
Va(t)

ϕ(s− t)p(ρ(s))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρε(s))) dzds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)p(ρ(s))divψε(s) dzds

=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)
(

(−ρu(ψε(s))t − ρu · (u · ∇)ψε(s) + 2ux(ψ
1
ε (s))x

+2vy(ψ
2
ε (s))y + 4D12uD12ψε(s) + ρβdiv u divψε(s)

)
dzds

−
∫
Va(t)

ϕ′(s− t)ρuψε(s) dzds, (5.14)

kde D12u = 1
2
(uy + vx) a ψε = (ψ1

ε , ψ
2
ε ). Analogicky dostáváme∫

Va(t)

ϕ(s− t)p(ρε(s))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρε(s))) dzds = 0, (5.15)

neboť f = 0.
Odečteńım (5.15) od (5.14) dostaneme vyjádřeńı∫

Va(t)

ϕ(s− t)(p(ρ(s))− p(ρε(s)))(Rε(θ(ρ(s)))− θ(ρε(s))) dzds
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=

∫
Va(t)

ϕ(s− t)
(
2ux(ψ

1
ε (s))x + 2vy(ψ

2
ε (s))y

)
dzds

+

∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρβdiv u (Rεθ(ρ(s))− θ(ρε(s))) dzds

+4

∫
Va(t)

ϕ(s− t)D12uD12ψε(s) dzds

−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρu · (u · ∇)ψε(s) dzds−
∫
Va(t)

ϕ′(s− t)ρuψε(s) dzds

−
∫
Va(t)

ϕ(s− t)ρu(ψε(s))t dzds =:
6∑
j=1

Iεj . (5.16)

Označme

σa(t) :=

∫ t+a

t−a
‖∇u(s)‖2

2 ds+

∫ t+a

t−a

∫
Ω

ρβ|div u|2 dzds. (5.17)

Jediný rozd́ıl pak oproti článku [24] spoč́ıvá v odhadu integrálu

|Iε2(t)| ≤ ‖ϕ‖∞
∫
Va(t)

ρβ|div u| dzds ≤ cσa(t). 2

Tvrzeńı 5.5 [24] Za výše uvedených předpoklad̊u plat́ı odhad∫ ∞
1

∣∣∣∣ dds‖θ(ρ(s))− θ(ρ(s))‖2
2

∣∣∣∣ ds ≤ c

∫ ∞
1

‖∇u(t)‖2
2 dt <∞. (5.18)

Použit́ı stejného postupu jako v d̊ukazu analogické věty v [24] vede k následuj́ıćımu
výsledku

Věta 5.6 Nechť jsou splněny předpoklady 1.– 4.. Pak plat́ı

lim
t→∞

∥∥∥∥ρ(t)−
∫

Ω

ρ0 dx

∥∥∥∥
q

= 0 pro q ∈ [1, γ). (5.19)
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5.5 Rychlost stabilizace pro čas jdoućı k nekonečnu

V této kapitole se budeme věnovat problému rychlosti konvergence limity
(5.19) pro čas jdoućı k nekonečnu. Hlavńı myšlenka d̊ukazu je převzata z
[31] a je zde modifikována pro dvou dimenzionálńı př́ıpad. Je zde třeba
podotknout, že zde na rozd́ıl od [31] neńı splněna podmı́nka (5.6) nezávisle
na čase t. Tedy je nutno připustit situaci, kdy ρ(x, t)→ 0 pro nějaké pevné
x a t→∞. Hlavńı výsledek této kapitoly lze shrnout do věty

Věta 5.7 Nechť jsou splněny předpoklady 1.– 4. z podkapitoly 6.2. Nechť
nav́ıc γ ∈ N a γ > β + 1. Pak plat́ı následuj́ıćı odhad

‖ρ(t)− ρ∞‖2
2 +

∫
Ω

ρ(t)|u(t)|2 dz + ‖u(t)‖2
2,Ωδ(t)

≤ c20e
−Kt

(
‖ρ0 − ρ∞‖2

2 +

∫
Ω

ρ0|u0|2 dz
)

(5.20)

pro konstanty c20 = c20(δ) a K nezávislé na čase t, které budou odvozeny
během d̊ukazu a pro Ωδ(t) = {x ∈ Ω; ρ(x, t) ≥ δ > 0}.

D ů k a z: Jelikož d
dt

∫
Ω
ρ(x, t) dz = 0 a ρ∞ je konstanta, můžeme přepsat

energetickou nerovnost na tvar

d

dt

∫
Ω

(
1

2
ρ|u|2 + Π(ρ, ρ∞)

)
dz +

∫
Ω

|∇u|2 + ρβ|div u|2 dz ≤ 0 , (5.21)

kde funkce Π(ρ, ρ∞) := ρ(ργ−1−ργ−1
∞ )

γ−1
−ρργ−1

∞ +ργ∞ je taková funkce, pro kterou

plat́ı Π(s, ρ∞) ≥ 0 (viz III. ńıže) pro libovolné s ∈ [0,∞). Vezměme funkci
ψ, kde ψ = (ψ1, ψ2), která je řešeńım úlohy

divψ(t) = ρ(t)− ρ∞, ψ(t)|∂Ω = 0, (5.22)

a splňuje odhad
‖ψ(t)‖1,2 ≤ c‖ρ(t)− ρ∞‖2 (5.23)

pro t > 0.
Po otestováńı rovnice (5.1) funkćı ψ dostáváme identitu

d

dt

∫
Ω

ρu · ψ dz −
∫

Ω

(
ρu · ψt + ρ(u · ∇)ψ · u − 2uxψ

1
x − 2vyψ

2
y
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−ρβ(ρ− ρ∞)div u + (ργ − ργ∞)(ρ− ρ∞)− 4D12uD12ψ
)
dz = 0. (5.24)

Přenásobeńım posledńı rovnice konstantou −ε a sečteńım s energetickou
nerovnost́ı (5.21) dostáváme

d

dt
Vε(t) +Wε(t) ≤ 0 pro t > 0, (5.25)

kde funkcionály Vε a Wε jsou definovány takto

Vε =

∫
Ω

(
1

2
ρ|u|2 + Π(ρ, ρ∞)− ερu · ψ

)
dz

Wε =

∫
Ω

(
|∇u|2 + ρβ|div u|2

+ερu · ψt − ερ(u · ∇)ψ · u− 2ε(uxψ
1
x + vyψ

2
y)

−ερβ(ρ− ρ∞)div u + ε(ργ − ργ∞)(ρ− ρ∞)− 4εD12uD12ψ
)
dz.

V daľśı části se budeme snažit ukázat, že existuje konstanta K = K(ε0)
taková, že

Wε0(t) ≥ K(ε0)Vε0(t) ≥ 0

pro všechna t ∈ (0,∞) a pro nějaké ε0 > 0. Nyńı budeme odhadovat jeden
po druhém integrály z funkcionál̊u Vε a Wε.
I. ∫

Ω

ρ(t)|u(t)|2 dz ≤ ‖ρ(t)‖γ‖u(t)‖2
2γ/(γ−1) ≤ c1‖∇u(t)‖2

2

II. ∣∣∣∣ε ∫
Ω

ρ(t)u(t) · ψ dz

∣∣∣∣ ≤ ε

√∫
Ω

ρ(t)|u(t)|2 dz

√∫
Ω

ρ(t)|ψ|2 dz

≤ ε

√∫
Ω

ρ(t)|u(t)|2 dz
√
‖ρ(t)‖2‖ψ(t)‖4 ≤ c2(ε1/2‖∇u(t)‖2

2

+ε3/2‖ρ(t)− ρ∞‖2
2) .

III. Vezměme funkci Π(s, ρ∞) a zkoumejme ji podrobněji. Je jasné, že funkce
Π(s, ρ∞) nabývá stejné hodnoty jako funkce (s− ρ∞)2 pro s = ρ∞. Nejdř́ıve
dokážeme, že

Π(s, ρ∞) ≥ c3(s− ρ∞)2 pro s ∈ [0,∞).
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Abychom dostali výše uvedený odhad stač́ı ověřit, že

d

ds
Π(s, ρ∞) =

sγ−1 − ργ−1
∞

γ − 1
+ sγ−1 − ργ−1

∞ ≥ 2c(s− ρ∞)

pro s ≥ ρ∞ a

d

ds
Π(s, ρ∞) =

sγ−1 − ργ−1
∞

γ − 1
+ sγ−1 − ργ−1

∞ ≤ 2C(s− ρ∞)

pro s ∈ [0, ρ∞]. To ale lze snadno odvodit ze vztahu

(ar − br) = (a− b)(ar−1 + ar−2b+ . . .+ abr−2 + br−1), r ∈ N,

kde b := ρ∞ > 0 a r = γ − 1. Stejným zp̊usobem ověř́ıme

Π(s, ρ∞) ≤ c4(s− ρ∞)2

pro s ∈ [0, K], ρ∞ < K < +∞, kde c4 = c4(K). Odtud

c3‖ρ(t)− ρ∞‖2
2 ≤

∫
Ω

Π(ρ(t), ρ∞) dz ≤ c4‖ρ(t)− ρ∞‖2
2,ΩK(t)

+

∫
Ω\ΩK(t)

Π(ρ, ρ∞) dz (5.26)

pro ΩK(t) = {x ∈ Ω; ρ(x, t) ≤ K}.
Nyńı se věnujme funkcionálu Wε(t).
IV.

ε

3

∫
Ω

(ργ(t)− ργ∞)(ρ(t)− ρ∞) dz

=
ε

3

∫
Ω

(ρ(t)− ρ∞)2(ργ−1(t) + . . .+ ργ−1
∞ ) dz ≥ c5

ε

3
‖ρ(t)− ρ∞‖2

2. (5.27)

Protože
c6(sγ − ργ∞) ≥ sβ(s− ρ∞)

pro s ≥ K, γ > β + 1 a konstantu c6 = c6(K) pak dostáváme

c6ε

3

∫
Ω\ΩK(t)

(ργ − ργ∞)(ρ− ρ∞) dz ≥ ε

3

∫
Ω\ΩK(t)

ρβ(ρ− ρ∞)2 dz. (5.28)
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Z následuj́ıćıho odhadu

c7(sγ − ργ∞)(s− ρ∞) ≥ s(sγ−1 − ργ−1
∞ )

γ − 1
− ργ−1

∞ s+ ργ∞

pro s ≥ K a konstantu c7 závisej́ıćı na K vyplývá nerovnost

c7ε

3

∫
Ω\ΩK(t)

(ργ − ργ∞)(ρ− ρ∞) dz ≥ ε

3

∫
Ω\ΩK(t)

Π(ρ, ρ∞) dz. (5.29)

V. ∣∣∣∣4ε∫
Ω

D12u(t)D12ψ dz

∣∣∣∣ ≤ 4ε‖∇u(t)‖2‖∇ψ(t)‖2

≤ c8‖∇u(t)‖2
2 + c9ε

2‖ρ(t)− ρ∞‖2
2,

kde c9 = c9(c8) je taková konstanta, že c9(c8)→∞ pro c8 → 0.
VI. ∣∣∣∣2ε∫

Ω

uxψ
1
x + vyψ

2
y dz

∣∣∣∣ ≤ c10‖∇u(t)‖2
2 + ε2c11‖ρ(t)− ρ∞‖2

2,

kde vztah mezi konstantami c10 a c11 je stejný jako mezi c8 a c9.
VII. ∣∣∣∣ε∫

Ω

ρ(t)u(t) · ψt dz
∣∣∣∣ ≤ ε‖ρ(t)‖γ‖u(t)‖2γ/(γ−2)‖ψt(t)‖2

≤ ε‖ρ(t)‖γ‖u(t)‖2γ/(γ−2)‖ρ(t)u(t)‖2

≤ ε‖ρ(t)‖2
γ‖u(t)‖2

2γ/(γ−2) ≤ εc12‖∇u(t)‖2
2.

Výše uvedený odhad plyne ze skutečnosti, že divψt = −div (ρu), a z definice
funkce ψ jakožto řešeńı úlohy (5.22)–(5.23).

VIII.∣∣∣∣ε∫
Ω

ρβ(t)div u(t)(ρ(t)− ρ∞) dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ε∫
ΩK(t)

ρβ(t)div u(t)(ρ(t)− ρ∞) dz

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ε∫
Ω\ΩK(t)

ρβ(t)div u(t)(ρ(t)− ρ∞) dz

∣∣∣∣
≤ c13

∫
ΩK(t)

ρβ(t)|div u(t)|2 dz + ε2c14‖ρ(t)− ρ∞‖2
2
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+ε

√∫
Ω\ΩK(t)

ρβ(t)|div u(t)|2 dz
∫

Ω\ΩK(t)

ρβ(ρ− ρ∞)2 dz

≤ c15

∫
Ω

ρβ|div u|2 dz + ε2c14‖ρ(t)− ρ∞‖2
2

+ε2c16

∫
Ω\ΩK(t)

(ργ − ργ∞)(ρ− ρ∞) dz,

kde jestliže c15 je dostatečně malá konstanta, pak c16(c15) a c14(c13) jsou
velké. V posledńı nerovnosti jsme využili odhad (5.28).

IX.

ε

∫
Ω

ρ(t)|u(t)|2|∇ψ| dz ≤ ε‖∇ψ(t)‖2‖u(t)‖2
2γ/(γ−2)‖ρ(t)‖γ ≤ c17ε‖∇u(t)‖2

2.

X.∣∣∣∣ε∫
Ω

ρ(t)u(t) · ψ dz

∣∣∣∣ ≤ c18
1

2

∫
Ω

ρ(t)|u(t)|2 dz + c19ε
2‖ρ(t)− ρ∞‖2

2,

kde konstanta c18 je dostatečně malá a tedy z Youngovy nerovnosti muśı být
konstanta c19 velká. Pod́ıváme-li se na odhady V. − IX., pak zřejmě buď
d́ıky konstantám z Youngovy nerovnosti nebo vlivem ε lze všechny normy
gradientu rychlosti odhadnout pomoćı

∫
Ω
|∇u|2 dz a po přenásobeńı vhodnou

konstantou K(ε0) lze totéž udělat s I. a II. U hustoty se využije toho,
že odhady zahrnuj́ı ε2 a tedy mohu k odhadu použ́ıt (5.27) a v př́ıpadě
(5.26) použijeme (5.29). Jak můžeme vidět z odhad̊u I.-X. existuj́ı konstanty
c8, c10, c15, ε0 a K(ε0) dostatečně malé a takové, že K(ε0)Vε0(t) ≤ Wε0(t) pro
všechna t > 0. Pak plat́ı nerovnost

d

dt
Vε0(t) +K(ε0)Vε0(t) ≤ 0 pro t > 0

a z odhadu X. plyne nerovnost (5.20). 2
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6 Summary

The aim of this thesis is studied a qualitative properties of a solution to
Navier-Stokes equations describing the behaviour of viscous compressible flu-
ids and related problems. In Section 2, we introduce the basic notation used
throughout this thesis. It means that we establish the notation for Young
functions and appropriate Orlicz spaces. In addition, we investigate the prop-
erties of the Young functions and we study the behaviour of the functions
from the Orlicz spaces. This knowledge is used in the next sections. Section
3 deals with the behaviour of the singular integrals of the Calderón-Zygmund
type on Orlicz spaces. We use the method from [13], where the Riesz trans-
formation was investigated on Orlicz spaces. These results are applied in
Section 4, where we prove the existence of a solution to the problem

div v = f, v|∂Ω = a

for a bounded or unbounded domain. This problem was studied in [9] on
Lebesgue spaces, where the solution was defined by a weakly singular integral.
In addition, we study the above mentioned problem on the condition that
the function f is bounded. Section 5 is devoted to the proof of the existence
of a weak solution to the problem

ρt + div (ρu) = 0,

(ρu)t + div (ρu⊗ u) +∇ρ− divP (u) = ρf ,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ), T > 0,

ρ(x, 0) = ρ0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

(ρu)(x, 0) = q0, x ∈ Ω

and we study the behaviour of the solution for time going to infinity. The
existence of the solution is proved by the method from [7], which provides
better results than were published in [21] and [22]. In particular, we prove
the existence of the weak solution on the initial condition ρ0 ∈ LΦβ(Ω), β > 2
(β > 7/2 in [21], [22]). Further, we modify the method from [24] to obtain a
suitable function, which approximates the density for time going to infinity.
Using the properties of this function, we show that the density converges
strongly to the equilibrium density satisfying the rest state equations

∇ρ∞ = ρ∞f s.v. v Ω,
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∫
Ω

ρ∞ dx =

∫
Ω

ρ0 dx, ρ∞ ≥ 0.

Using the same method, we study the behaviour of the solution to the equa-
tions

ρ (ut + uux + vuy)− 2µuxx − µ(uy + vx)y + p(ρ)x − (λ(ρ)div u)x = 0,

ρ (vt + uvx + vvy)− 2µvyy − µ(uy + vx)x + p(ρ)y − (λ(ρ)div u)y = 0,

ρt + div (ρu) = 0,

u(0, y, t) = u(1, y, t) = vx(0, y, t) = vx(1, y, t) = 0,

v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = uy(x, 0, t) = uy(x, 1, t) = 0,

ρ(x, y, 0) = ρ0(x, y),

u(x, y, 0) = u0(x, y),

where (x, y) ∈ Ω := {(x, y) ∈ R2; 0 < x < 1, 0 < y < 1} and t ∈ (0,∞). In
addition, we decide upon the exponential decay rate of the solution of these
equations after the modification of the method from [31] for two-dimensional
case.
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